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[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] M. C. Benbaues, C. K. Cononos
[1-24 dexabps 2022 2.] rpynna: /M1 1 dekabps 2022 2., napa 2

CpaBHeHUs 110 MOZAYJIIO

OmnpepneseHue. Llesple yncaa a U b cpagHUMbL N0 MOOYAIO M, €CITH BBIIIOTHEHO OJHO U3 CJIe-
JYIOIMX SKBUBAJIEHTHBIX YCJIOBUIM:

10.

¢ OHU MMEKT OAWHAKOBbBIC OCTaTKHU IIpU ACJIEHUU Ha m,;
¢ HX Pa3HOCTb JCJINUTCA Ha m.

JoKa)xuTe CJe/lyrolie CBocTBa CpaBHEHUH 110 MOJIYJIIO:

(a) ectua=b (mod m)uc=d (mod m),Toa+c=b=+d (mod m);

(6) ecnua = b (mod m) u k — uesoe uucio, To ak = bk (mod m);

(B) eciia=b (mod m)uc=d (mod m), 10 ac = bd (mod m);

(r) ectma = b (mod m), To @ = b" (mod m) mpu JOOOM HATYPAJIEHOM 1;
(x) ecau ka = kb (mod m) u HOJI(k,m) = 1,toa = b (mod m).

Haiigure ocTaToK OT AeIeHUS
(a) 4791 Ha 46 u 48; (6) 2019 - 2020 - 2021 - 2022 Ha 2023;
(B) 47'° na 31; (r) 92022 + 132022 ya 11.

Jenurcs v
(a) 9 4+2324+30'ua7; (6) 5°+467° Ha6l;

(B) 1100 42100 43100 4+ 4202210 4a 2023; (r) 51!+ ‘22 Ha 103?

Y uncia 2023292 Hanwm cymmy nugp. V pesysbTaTa ONSaTh HAULIA CyMMY OGP U T. 1.,
IOKa He ToJIyJrsiack nudpa. Yro ato 3a rudpa?

d)po;[o MEPEMHOXHNJI THICAYY IIE€PBLIX IMPOCTBIX YHCEJI, a 3aT€M TO JIN YBEJIUYIUJI, TO JIU
YMEHBIINJI ITOJIyY€HHOE Y1 CJIO Ha 1. Mor i1 CDpO[[O IIOJIyYUTb TOYHBIHA KBaﬁ[paT?

Cyl1ecTByeT JiM CTelleHb ABOWMKH, U3 KOTOPOil ITepecTaHOBKOH ITU(MP MOXKHO ITOTyIUTh
Ipyryto crerneHs aABoitku? (Ludpy 0 cTaBUTH Ha IIEPBOE MECTO HEJIb3s1.)

100 99 3 2
MOoXKHO 1 CPeAy YMCEN =, 5, ... s 55> 55> Tog BPIOPATh ILSITh, IPOU3BE/ICHUE KOTOPBIX

1
1727’ 98%99° 100
paBHO efUHMILIE?

Ha frocke 3amucaHo ymcsio 2021. 3a offHy OIlepanuio pa3peniaeTcs B JII000e MeCTO YUCIa
BCTaBUTb /IB€ OJMIHAKOBbIe ITM(Pbl. MOXKHO JIU B pe3y/ibTaTe HECKOJIbKUX TaKHX OIlepa-
Ui IOJyIUTh YMCIIO, KpaTHOe 5837

Yucnaay, ay, ... , @, AAIOT BCe OCTATKU IIPU AieJieHUH Ha n. Yuciaa by, b,, ... , b, Taioke garor
BCE OCTATKU MPU AeJeHUH Ha K. [I[py KaKUX 7 MOXKET MOJYYUTHCS TaK, UTO YHCIa a; +
by,a, + b,, ..., a, + b, KaroT Bce OCTaTKU IIPU JieJIeHUU Ha h?

MoxxHO s pa36uTh ymucaa 1,2,3,...,100 Ha TpU TPYIIIEI TaK, YTOOBI B IIEPBOI IpyIIe
CyMMa yuces Jieauaack Ha 102, Bo BTopoit — Ha 203, a B TpeTbell — Ha 3047

source:algebra/number-theory/modular-arithmetic-g7M/1.tex



% $date$groups:
%   g7Mr1: 2022-12-01 p2
%   g7Mr2: 2022-12-01 p3

\worksheet{Сравнения по~модулю}

% $authors:
% - Иван Сергеевич Бельдиев
% - Сергей Константинович Солопов

\textbf{Определение.}
Целые числа $a$ и~$b$ \textit{сравнимы по~модулю~$m$,} если выполнено одно
из~следующих эквивалентных условий:
\begin{itemize}
    \item они имеют одинаковые остатки при делении на~$m$;
    \item их разность делится на~$m$.
\end{itemize}

\begin{problems}

\item
Докажите следующие свойства сравнений по~модулю:
\\
\subproblem
если $a \equiv b \pmod{m}$ и~$c \equiv d \pmod{m}$,
то $a \pm c \equiv b \pm d \pmod{m}$;
\\
\subproblem
если $a \equiv b \pmod{m}$ и~$k$~--- целое число,
то $a k \equiv b k \pmod{m}$;
\\
\subproblem
если $a \equiv b \pmod{m}$ и~$c \equiv d \pmod{m}$,
то $a c \equiv b d \pmod{m}$;
\\
\subproblem
если $a \equiv b \pmod{m}$, то $a^{n} \equiv b^{n} \pmod{m}$
при любом натуральном $n$;
\\
\subproblem
если $k a \equiv k b \pmod{m}$ и~$\operatorname{\text{\rm НОД}}(k, m) = 1$,
то $a \equiv b \pmod{m}$.

\item
Найдите остаток от~деления
\\
\subproblem $47^{101}$ на~$46$ и~$48$;%
\qquad
\subproblem $2019 \cdot 2020 \cdot 2021 \cdot 2022$ на~$2023$;%
\\
\subproblem $47^{101}$ на~$31$;%
\qquad
% \subproblem $7^{2017}$ на~11;%
% \qquad
% \subproblem $9^{2019} + 13^{2019}$ на~11;%
% \qquad
\subproblem $9^{2022} + 13^{2022}$ на~$11$.
% \subproblem $51! + \tfrac{102!}{51!}$ на~$103$.
% \subproblem $2^{50} + 1$ на~$125$.
% \subproblem
% \( 1 \cdot 3 \cdot 5 \cdot \ldots \cdot 101 + 2 \cdot 4 \cdot 6 \cdot \ldots
%      \cdot 102 \) на~$103$.
%\subproblem $3^{100} + 4^{100}$ на~$7$ и~на~$13$.
%\subproblem $x$ на~$11$, если $2 x \equiv 5 \pmod{11}$.

% \item
% Какие остатки могут давать точные квадраты при делении на~$3$?
% А~на~$4$? А~на~$5$? А~на~$7$? А~на~$8$?

\item
Делится~ли
\\
% \subproblem $2^{50}+1$ на~125;%
% \quad
\subproblem $9^{53} + 23^{52} + 30^{51}$ на~$7$;%
\quad
\subproblem $5^{70} + 6^{70}$ на~61;
\\
\subproblem $1^{101} + 2^{101} + 3^{101} + \ldots + 2022^{101}$ на~$2023$;%
\quad
\subproblem $51! + \tfrac{102!}{51!}$ на~$103$?

% \item
% Докажите, что $1^{101} + 2^{101} + 3^{101} + \ldots + 2022^{101}$
% делится на~$2023$.

% \item
% Докажите, что $2^{100}$ и~$3^{100}$ сравнимы друг с~другом
% по~модулям $5$ и~$13$.
% Найдите ещё какой-нибудь простой модуль (простое число), по~которому они
% сравнимы.

\item
У~числа $2023^{2023}$ нашли сумму цифр.
У~результата опять нашли сумму цифр и~т.\,д., пока не~получилась цифра.
Что это за~цифра?

\item
Фродо перемножил тысячу первых простых чисел, а~затем то~ли увеличил, то~ли
уменьшил полученное число на~$1$.
Мог~ли Фродо получить точный квадрат?

\item
Существует~ли степень двойки, из~которой перестановкой цифр можно получить
другую степень двойки?
(Цифру~$0$ ставить на~первое место нельзя.)

\item
Можно~ли среди чисел
\( \tfrac{100}{1}, \tfrac{99}{2}, \ldots,
    \tfrac{3}{98}, \tfrac{2}{99}, \tfrac{1}{100} \)
выбрать пять, произведение которых равно единице?

\item
На~доске записано число $2021$.
За~одну операцию разрешается в~любое место числа вставить две одинаковые цифры.
Можно~ли в~результате нескольких таких операций получить число, кратное $583$?

\item
Числа $a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{n}$ дают все остатки при делении на~$n$.
Числа $b_{1}, b_{2}, \ldots, b_{n}$ также дают все остатки при делении на~$n$.
При каких $n$ может получиться так, что числа
$a_{1} + b_{1}, a_{2} + b_{2}, \ldots, a_{n} + b_{n}$ дают все остатки
при делении на~$n$?

\item
Можно~ли разбить числа $1, 2, 3, \ldots, 100$ на~три группы так,
чтобы в~первой группе сумма чисел делилась на~$102$, во~второй~--- на~$203$,
а~в~третьей~--- на~$304$?

% \item
% Пусть $S(n)$~--- сумма цифр числа~$n$.
% Найдите $S(S(S(4444^{4444})))$.

\end{problems}





[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] M. C. Benbaues, C. K. Cononos
[1-24 dexabps 2022 2.] rpynna: /M1 2 dekabps 2022 2., napa 3

CpaBHeHUs 110 MOAY/II0 — 2

1.

2.

ITpy KaK¥X HAaTYpaJIbHBIX 1 9uciio 20" + 16" — 3" — 1 nenutces Ha 3237

ITesble ynca X M y TakoBbl, 4TO 23x + 30y AaéT octaTok 1 mpu zAeseHuu Ha 91. Kaxoit
OCTaTOK IIpU JieJIeHUU Ha 91 faér x + 29y?

Hoxaxwure, uro (3" — 1)" — 4 1 3" — 4 1151 TF0O6OTO HATYPAIIBHOTO K.
JIIst HATYPAJIBHBIX YHCEJI S M 1 IOKAYKHTE, 9T0 23 + (s — 1) 1 2 — s+ 1.

ITycTh n — HaTypaslbHOE YMCI0o U n = —1 (mod 24). [Joka)XuTe, YTO CyMMa BCex HaTy-
paJIbHBIX JleIUTeJIell YnCIa n JeJINTCA Ha 24.

Haligure Bce HaTypaJIbHbIE YUCIA M, a, b Takue, uto m! = 2% + 2b,

HarypasibHbIe YMC/Ia X U Y, 6OJIbIINE 1, TAKOBBI, UTO YUCJI0 X2 +y? —1 neuresi Ha x+y—1.
JloKa>KHTe, 4YTO YMCJIO X + Y — 1 cocTaBHOE.

TToCIIe[0BATEIBHOCTD YHCEJT 33/IaHA CIIEAYIONIMM 06pasoM:
ay =0, =1, Qgyp =0k gyq1 +1

IIPY BCeX HATYypPaJIbHBIX k. JIOKa)KWTe, YTO IIPU BCeX HATYPaJIbHBIX 1 > 7 YUCJIO A, — 3
SIBJISIETCSI COCTaBHBIM.

source:algebra/number-theory/modular-arithmetic-g7M/2-r1.tex



% $date$groups:
%   g7Mr1: 2022-12-02 p3

\worksheet{Сравнения по~модулю~--- 2}

% $authors:
% - Иван Сергеевич Бельдиев
% - Сергей Константинович Солопов

\begin{problems}

\item
При каких натуральных~$n$ число $20^{n} + 16^{n} - 3^{n} - 1$ делится на~$323$?

\item
Целые числа $x$ и~$y$ таковы, что $23 x + 30 y$ даёт остаток~$1$
при делении на~$91$.
Какой остаток при делении на~$91$ даёт $x + 29 y$?

\item
Докажите, что $(3^{n} - 1)^{n} - 4 \kratno 3^{n} - 4$
для любого натурального~$n$.

\item
Для натуральных чисел $s$ и~$n$ докажите, что
$s^{2n+3} + (s - 1)^{n} \kratno s^{2} - s + 1$.

\item
Пусть $n$~--- натуральное число и~$n \equiv -1 \pmod{24}$.
Докажите, что сумма всех натуральных делителей числа~$n$ делится на~$24$.

\item
Найдите все натуральные числа $m$, $a$, $b$ такие, что $m! = 2^{a} + 2^{b}$.

\item
Натуральные числа $x$ и~$y$, большие~$1$, таковы, что число $x^2 + y^2-1$
делится на~$x + y - 1$.
Докажите, что число $x + y - 1$ составное.

\item
Последовательность чисел задана следующим образом:
\[
    a_{1} = a_{2} = 1
,\quad
    a_{k+2} = a_{k} \cdot a_{k+1} + 1
\]
при всех натуральных~$k$.
Докажите, что при всех натуральных $n \geq 7$ число $a_{n} - 3$ является
составным.

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] M. C. Benbaues, C. K. Cononos
[1-24 dexabps 2022 2.] rpynna: /M1 3 dekabps 2022 2., napa 2

CpaBHeHUs 110 MoAyJTi0. Jlo6aBKa

1. U3BecTHo, 4To 1> + 1 fenutcs Ha mn — 1.
(a) Joxaxxure, uto m> + 1 geaurcs Ha mn — 1.
(6) Haiigure Bce Takue mapsl (m, n).

2. TIpu kakux nessix k uncio a® + b® + ¢ — kabe genurcs Ha a + b + ¢ ITpY MI06BIX LEJBIX
a, b, c c HeHyneBoit cymmoii?

3. HarypanbHble yncia a u b, 6ospine 1, TAKOBBI, YTO ab + 1 — cTeneHs J{Boiiku. YeTHa
VTV HEYETHA CTETIeHb BXOXK/IEHUSI IBOMKY B pa3JioykeHue uncyia ab—a+b—1 Ha mpocThie
MHOXUTEN?

source:algebra/number-theory/modular-arithmetic-g7M/2-r1-more.tex



% $date$groups:
%   g7Mr1: 2022-12-03 p2

\worksheet{Сравнения по~модулю. Добавка}

% $authors:
% - Иван Сергеевич Бельдиев
% - Сергей Константинович Солопов

\begin{problems}

\item
Известно, что $n^3 + 1$ делится на~$m n - 1$.
\\
\subproblem
Докажите, что $m^3 + 1$ делится на~$m n - 1$.
\\
\subproblem
Найдите все такие пары $(m, n)$.

\item
При каких целых~$k$ число $a^3 + b^3 + c^3 - k a b c$ делится на~$a + b + c$
при любых целых $a$, $b$, $c$ с~ненулевой суммой?

\item
Натуральные числа $a$ и~$b$, большие~$1$, таковы, что
$a b + 1$~--- степень двойки.
Чётна или нечётна степень вхождения двойки в~разложение числа $a b - a + b - 1$
на~простые множители?

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] M. C. Benbaues, C. K. Cononos
[1-24 dexabps 2022 2.] rpynna: /M1 4 dekabps 2022 2., napa 1

OO0paTHbIe OCTaTKU

1.

(a) [laHbpl B3aMMHO MPOCTHIE YUCJIA A U 1. [JOKAKUTE, YTO MHOYKECTBO OCTATKOB YHCEJT
{0-a,1-a,2-a,...,(n—1)-a}
OT JIeJIEHUST Ha 1 COBIa/jaeT (B HEKOTOPOM IOPSIIKE) C MHOYKECTBOM
0,1,2,...,n— 1}

BepHo 111 3T0 yTBEpKieHMe [JIs1 He B3aMMHO IIPOCTBIX YHCeJI a U n?

(6) [JoxaxkuTe, YTO JIJIs1 B3AMMHO ITPOCTHIX YHCEJI 1 U N U JIF000TO LIEJIOT0 YHCIa F Hai-
JETcA 1esoe X Takoe, uTo mx = r (mod 1), Ipu4uéM Bce TaKue X CPABHUMBI MEXKY CO60i
110 Mozystto n. Eciu ¥ = 1, TO m U X Ha3bIBAIOT 06PAMHbIMU APYT K APYTY IO MOJYIIIO A.
(B) [laHBI B3aMIMHO IIPOCTHIE YHCIA M U N. JIOKKUTE, YTO CYLIECTBYIOT LieJIble X U Y Ta-
KUe, uTo mx + ny = 1.

JIJ1s1 KaXKI0TO HEHYJIEBOT'O OCTAaTKa I10 MOZYJIIO
(@) 7, (6) 11; (B) 19
HaiizuTe 06paTHLIH.

Iles10e YNCIIO @ TAKOBO, 4To a°2 = 36 (mod 73) u a>> = 59 (mod 73). Haiizure ocTaTok
OT JieJIeHUs a Ha 73.

(a) Teopema BribcoHa. [[OKaXUTE, YTO AJIsI JTEOGOTO MPOCTOTO YUCJIA P BEPHO
(p—1!'=-1 (mod p).

(6) O6pammas meopema BunvcoHa. JOKOKUTE, UTO €CIIH JJIsI HATYPABHOTO YKCJIa 1 BBI-
rosiHeHo (n — 1)! = —1 (mod n), TO n — MPOCTOE YHCJIO.
(B) Kakoii ocraTok jjaét 97! mpu geneHuu Ha 101?

HaTypaJIbeIe YuCJia m 1 n TaKOBBI, YTO [J1d KAXK/I0TO HaTypaJIbHOFO k BepHO
(11k — 3,n) = (11k — 3, m).

JoxaxuTte, yTo m = 115n unu n = 11°m a1 HeKoTOpOTO S > 0.

JTOKa)WTe, 9TO €C/IM IIPOCTOE YUCJIO p # 3 ABJISETCA AeUTeIeM YHACaa BUaa a’ + 9 auis
HEKOTOPOTO L[eJIOF0 a, TO p ABJASETCS Jle/IUTesIeM YMCaa BUfa ¢ + 1 19 HEKOTOPOro Iie-
JIoTO C.

JJaHO p — HEYETHOE MTPOCTOE YKCJIO0. [IJIs1 KaXKA0ro HaTypaJbHOIO YMCIa kK < p OCYUTA-
€M a; — KOJIMYECTBO JleuTesiell yncaa kp + 1, 6opmux k 1 MeHbIIUX p. YeMy paBHa
cymMma

a+a;+...+a,4?



8. (a) Ilyctb n — HaTypaJbHOE YHCJIO, He Jiessieecss HU Ha 2, HU Ha 3. JIOKaXUTe, YTO
CYIIIECTBYET YHCJIO BUZA 4a? 4+ 9b? — 1, nensAeecd Ha n.
(6) JloxaxxuTe 3TO >Ke yTBepxieHue AJIsl IPOU3BOJIBHOIO HATYPaIbHOTIO K.

source:algebra/number-theory/modular-arithmetic-g7M/3-inverse-ril.tex



% $date$groups:
%   g7Mr1: 2022-12-04 p1

\worksheet{Обратные остатки}

% $authors:
% - Иван Сергеевич Бельдиев
% - Сергей Константинович Солопов

\begin{problems}

\item
\subproblem
Даны взаимно простые числа $a$ и~$n$.
Докажите, что множество остатков чисел
\[ \{ 0 \cdot a, 1 \cdot a, 2 \cdot a, \ldots, (n - 1) \cdot a \} \]
от~деления на~$n$ совпадает (в~некотором порядке) с~множеством
\[ \{ 0, 1, 2, \ldots, n - 1 \} . \]
Верно~ли это утверждение для не~взаимно простых чисел $a$ и~$n$?
\\
\subproblem
Докажите, что для взаимно простых чисел $m$ и~$n$ и~любого целого числа~$r$
найдётся целое~$x$ такое, что $m x \equiv r \pmod{n}$, причём все такие~$x$
сравнимы между собой по~модулю~$n$.
Если $r = 1$, то $m$ и~$x$ называют \emph{обратными} друг к~другу
по~модулю~$n$.
\\
\subproblem
Даны взаимно простые числа $m$ и~$n$.
Докажите, что существуют целые $x$ и~$y$ такие, что $mx + ny = 1$.
% \\
% \subproblem\claim{Линейное представление НОД}
% Докажите, что для любых двух натуральных чисел $m$ и~$n$ и~их наибольшего
% общего делителя $d$ существуют целые $x$ и~$y$ такие, что $mx + ny = d$.
% \\
% \subproblem\claim{Малая теорема Ферма}
% Докажите, что для простого $p$ и~натурального $a$, не~делящегося на~$p$,
% верно $a^{p-1} \equiv 1 \pmod{p}$. 

\item
Для каждого ненулевого остатка по~модулю
\\
\subproblem $7$;%
\quad
\subproblem $11$;%
\quad
\subproblem $19$%
\\
найдите обратный.

\item
Целое число~$a$ таково, что $a^{52} \equiv 36 \pmod{73}$
и~$a^{53} \equiv 59 \pmod {73}$.
Найдите остаток от~деления $a$ на~$73$.
% a = 28 mod 73

\item
\subproblem\claim{Теорема Вильсона}
Докажите, что для любого простого числа~$p$ верно
\[ (p - 1)! \equiv -1 \pmod{p} . \]
\subproblem\emph{Обратная теорема Вильсона.}
Докажите, что если для натурального числа~$n$ выполнено
$(n - 1)! \equiv -1 \pmod{n}$, то $n$~--- простое число.
\\
\subproblem
Какой остаток даёт $97!$ при делении на~$101$?

% \item
% Числа $a$ и~$b$ взаимно просты.
% Докажите, что в~арифметической прогрессии $a_{n} = (n - 1) a + b$ найдется
% бесконечно много попарно взаимно простых чисел.
% % отправить в листок про НОД

% \item
% \subproblem
% Докажите, что для любого натурального~$n$, не~делящегося на~$7$, существуют
% различные натуральные числа $a$ и~$b$ такие, что
% $7^{a} \equiv 7^{b} \pmod{n}$.
% \\
% \subproblem
% Докажите, что $7$ можно возвести в~такую степень, чтобы среди последних
% $100$ цифр полученного числа было $99$~нулей.
% % находим 3^k, сравнимое с~3^s по~модулю 10^{100}

% \item
% Докажите, что любое простое число~$p$ является делителем
% числа вида $2^{n} + 3^{n} + 6^{n} - 1$ для некоторого натурального~$n$.

\item
Натуральные числа $m$ и~$n$ таковы, что для каждого натурального~$k$
верно
\[ (11 k - 3, n) = (11 k - 3, m) . \]
Докажите, что $m = 11^{s} n$ или $n = 11^{s} m$ для некоторого $s \geq 0$.

\item
Докажите, что если простое число $p \neq 3$ является делителем
числа вида $a^2 + 9$ для некоторого целого~$a$, то $p$ является делителем
числа вида $c^2 + 1$ для некоторого целого~$c$.

\item
Дано $p$~--- нечётное простое число.
Для каждого натурального числа $k < p$ посчитаем $a_{k}$~--- количество
делителей числа $k p + 1$, больших~$k$ и~меньших~$p$.
Чему равна сумма
\[ a_{1} + a_{2} + \ldots + a_{p-1} ? \]

\item
\subproblem
Пусть $n$~--- натуральное число, не~делящееся ни~на~$2$, ни~на~$3$.
Докажите, что существует число вида $4 a^2 + 9 b^2 - 1$, делящееся на~$n$.
\\
\subproblem
Докажите это~же утверждение для произвольного натурального~$n$.

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] M. C. Benbaues, C. K. Cononos
[1-24 dexabps 2022 2.] rpynna: /M1 5 dekabps 2022 2., napa 2

To6aBKa 1Mo o6paTHBIM OCTaTKaM. BoJIbCTeHX0JIbM

B 5TOM JINCTOYKE p — IIPOCTOE YKCIIO.
1. IIpeamnonoxum, 4to p > 2. [Ipeo6pasyem cymmy

T4t 4ot —
2737 T p-1

B ZipoGb % JloKa)kuTe, 9TO M JIeJIUTCS Ha P.

2. IIpeAmnosioxum, 4To p > 3. IIpeobpaszyeM CyMMy

B JIpo6b % JoKaXkuTe, YTO M JEIUTCS Ha p.
3. IlpeamosoxuM, uto p > 3. [IpeoGpasyeM cyMMy

T4t 4ot —
2 3 T p-1

B ZipoGb % JToKa>KuTe, 4TO M JIeJIUTCS Ha p>.

4. Teopema BosbcTeHx0bMa. [IOKKUTE, UTO IS JIFOOOTO ITPOCTOTO YHCIA P > 3 BBINOJI-
HSIETCS CPaBHEHUE
P _ 3
Czp =2 (mod p°).
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% $date$groups:
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\worksheet{Добавка по~обратным остаткам. Вольстенхольм}

% $authors:
% - Иван Сергеевич Бельдиев
% - Сергей Константинович Солопов

В~этом листочке $p$~--- простое число.

\begin{problems}

\item
Предположим, что $p > 2$.
Преобразуем сумму
\[ 1 + \frac{1}{2} + \frac{1}{3} + \ldots + \frac{1}{p-1} \]
в~дробь $\tfrac{m}{n}$.
Докажите, что $m$ делится на~$p$.

\item
Предположим, что $p > 3$.
Преобразуем сумму
\[ 1 + \frac{1}{2^2} + \frac{1}{3^2} + \ldots + \frac{1}{(p-1)^2} \]
в~дробь $\tfrac{m}{n}$.
Докажите, что $m$ делится на~$p$.

\item
Предположим, что $p > 3$.
Преобразуем сумму
\[ 1 + \frac{1}{2} + \frac{1}{3} + \ldots + \frac{1}{p-1} \]
в~дробь $\tfrac{m}{n}$.
Докажите, что $m$ делится на~$p^2$.

\item\claim{Теорема Вольстенхольма}
Докажите, что для любого простого числа $p > 3$ выполняется сравнение
\[ \mathrm{C}_{2p}^{p} \equiv 2 \pmod{p^3} . \]

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] M. C. Benbaues, C. K. Cononos
[1-24 dexabps 2022 2.] rpynna: /M1 7 dekabps 2022 2., napa 3

HO/T u HOK

O6o3uaueHue. HO/l u HOK uwcesn a u b 6ygem o603Havats (a, b) u [a, b] cooTBeTCTBEHHO.

CaotictBa HOT u HOK:

10.

11.

12.

(a,b) - [a,b] = ab.

o a-(m,n) = (am,an). A ecu (m,n) = d, ro (m/d,n/d) = 1.

(a,b) =(a+b,b) = (a+ kb,b). Aectu a = r (mod b), 10 (a,b) = (r,b).

Bansa nocuuran HOK Beex uucern ot 1 go 1000, a JI€ma — Bcex uuces oT 501 mo 1000.
Y KOro IoJIy4rsI0Ch G0JIblile ¥ BO CKOJIBKO pas?

Haitaure HOJI Bcex IIeCTU3HAYHBIX YHCETI, COCTaBAEHHBIX U3 nudp 1, 2, 3, 4, 5, 6 6e3
TTOBTOPEHUH.

B kJ1acce HEKOTOpBbIE Maphl JIIofel ApyXKaT. [JJoKakuTe, YTO KOKIOMY UesJI0BEeKy B 3TOM
KJIacCe MOXKHO IIPUCBOUTH HATypasJbHOE YKCJIO TaK, YTOOBI JI00ObIe [jBa UKCJIA Jipy3eil
umesnin HOJI, 6osbiuii 1, a 1ro0ble iBa 4KCIIa He JIpy3eii ObUIM B3AaUMHO ITPOCTHI.

JlaHbl HaTypaJbHbIe ynciaa a v b. CKOJIbKO Cpeau uucesn a, 24, 34, ... , ba genamuxcs Ha b?

JeHuc BbIGpas 10 moc/ie0BaTeIbHBIX HATYPaTbHBIX YHCET M KXK/[0€ 3aITica JIn6o Kpac-
HBIM, JINO0 CHHUM KapaHzanioM (06a I[BeTa IIpUCYTCTBYIOT). MOXKeT JI CyMMa HallMeHb-
11ero o6IIero KpaTHOTO BCeX KPACHBIX YMCENT 1 HAUMEHBIIETo 06IIIero KpaTHOTO BCEX CH-
HUX 4YMCeJl OKaHUYMBAThCS Ha 20167

HatypasibHble ynciia a u b TakoBbL, uTo [a, a + 5] = [b, b + 5]. JokaxxuTte, uto a = b.

AHTOH 3aJyMaJl YeTblpe pa3/INYHbIX HaTyPaJbHbIX YMCIIA, /I KaXKA0H Iapbl U3 HUX OH
Hawmén HOZ. Y Hero noayuniauck mects HO/I: 1,2, 3,4,5ud, rae d > 5. Kakoe HAaUMeHb-
1Iee 3Ha4eHNEe MOYKeT IPUHUMATh YUCIo d?

B3anMHO IpOCThIE HATYpaJIbHBIE YMCJIA @ U b TAKOBBI, UTO a + b fenutces Ha a — b. [Toka-
JKUTE, 9TO XOTs OBl OHO U3 yucesi ab + 1 u 4ab + 1 siByI€TCS TOYHBIM KBaJ[PaTOM.

HaTtypasbHble uncia a u b takossl, uto a® — b* = ab?. Jlokaxkure, 4TO b SBISETCS MTPO-
U3BeJIeHHEM TPEX I10CIIe[J0BATEIbHBIX HATYPAIbHBIX YHCEL.

k
Yucna Buza f = 2% + 1 HaswiBaroTcs ynucaamu ®epma. Jlokaxure, 9to (f,, f,) = 1 pu
m # n.

TleTs1 pa3jIOXKIJI HECKOJIBKO CITMYEK 110 30 KyukaM. Bacst MOXKeT BBIOpATh JITOObIE K KydeK
1 06aBUTh B KaXKAYIO U3 HUX 110 OfHO# criiuke. ITpy kakux k Bacst MoxeT Ipu JT1060M
HCXOJHOM PACKJIaJie TAKMMHU OIlepalisIMU yPaBHATL YUCJIO CIIMYEK BO BCEX Ky4yKax?

BeckoHeuHas 1ocsiel0BaTeIbHOCTb HATYPaIbHBIX YUCEN A, Ay, ... TAKOBA, YTO JJIS JIFO-
ObIX HATYPAJIbHBIX | # j BEpHO (q;, aj) = (i, j). lokaxxuTe, 4TO @; = i JIsI BCEX HATYPAJIb-
HBIX I.
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\worksheet{НОД и~НОК}

% $authors:
% - Иван Сергеевич Бельдиев
% - Сергей Константинович Солопов

\textbf{Обозначение.}
НОД и~НОК чисел $a$ и~$b$ будем обозначать $(a, b)$ и~$[a, b]$ соответственно.

\textbf{Свойства НОД и~НОК:}
\begin{itemize}
\item $(a, b) \cdot [a, b] = a b$.
\item $a \cdot (m, n) = (a m, a n)$.
А~если $(m, n) = d$, то $(m / d, n / d) = 1$.
\item $(a, b) = (a \pm b, b) = (a \pm k b, b)$.
А~если $a \equiv r \pmod{b}$, то $(a, b) = (r, b)$.
\end{itemize}

\begin{problems}

\item
Ваня посчитал НОК всех чисел от~$1$ до~$1000$,
а~Лёша~--- всех чисел от~$501$ до~$1000$.
У~кого получилось больше и~во~сколько раз?

\item
Найдите НОД всех шестизначных чисел, составленных
из~цифр $1$, $2$, $3$, $4$, $5$, $6$ без повторений.

\item
В~классе некоторые пары людей дружат.
Докажите, что каждому человеку в~этом классе можно присвоить натуральное число
так, чтобы любые два числа друзей имели НОД, больший $1$, а~любые два числа
не~друзей были взаимно просты.

\item
Даны натуральные числа $a$ и~$b$.
Сколько среди чисел $a, 2 a, 3 a, \ldots, b a$ делящихся на~$b$?

\item
Денис выбрал $10$ последовательных натуральных чисел и~каждое записал либо
красным, либо синим карандашом (оба цвета присутствуют).
Может~ли сумма наименьшего общего кратного всех красных чисел и~наименьшего
общего кратного всех синих чисел оканчиваться на~$2016$?

\item
Натуральные числа $a$ и~$b$ таковы, что $[a, a + 5] = [b, b + 5]$.
Докажите, что $a = b$.

\item
Антон задумал четыре различных натуральных числа, для каждой пары из~них
он нашёл НОД.
У~него получились шесть НОД: $1$, $2$, $3$, $4$, $5$ и~$d$, где $d > 5$.
Какое наименьшее значение может принимать число $d$?

\item
Взаимно простые натуральные числа $a$ и~$b$ таковы, что $a + b$ делится
на~$a - b$.
Докажите, что хотя~бы одно из~чисел $a b + 1$ и~$4 a b + 1$ является точным
квадратом.

\item
Натуральные числа $a$ и~$b$ таковы, что $a^3 - b^4 = a b^2$.
Докажите, что $b$ является произведением трёх последовательных натуральных
чисел.

\item
Числа вида $f_{k} = 2^{2^k} + 1$ называются числами Ферма.
Докажите, что $(f_{m}, f_n) = 1$ при $m \neq n$.

\item
Петя разложил несколько спичек по~$30$~кучкам.
Вася может выбрать любые $k$~кучек и~добавить в~каждую из~них по~одной спичке.
При каких~$k$ Вася может при любом исходном раскладе такими операциями
уравнять число спичек во~всех кучках?

\item
Бесконечная последовательность натуральных чисел $a_{1}, a_{2}, \ldots$
такова, что для любых натуральных $i \neq j$ верно $(a_i, a_j) = (i, j)$.
Докажите, что $a_{i} = i$ для всех натуральных~$i$.

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] M. C. Benbaues, C. K. Cononos
[1-24 dexabps 2022 2.] rpynna: /M1 8 dekabps 2022 2., napa 2

AsropurMm EBxiinza

Kax Hafitu HO/I AByX HaTypasbHbIX yrcea? O603HaYUM OoJIblliee YHCIO Yepes g, a MeHblllee
yepes a,. JlesuM a; Ha a;, C OCTATKOM:

Ao = Q101 + Az, Q3 =Qqx0; + 03, ..., App =(qp10p-1 + Ay, Ap_1 = quay.

Torga (ag, a;) = ay,.

JIuneiinoe nmpeacrasaenre HOJ. [{Jist JTFOGBIX IETBIX YHCEN @ U b HAWyTCs LIeJIble YHCIa X
U y Takue, uto ax + by = (a, b).

1. Haitigure HO/I 1 nunetliHoe npeacTasienue HO/I niig uricen 456 u 654.

13n+8_(6) n2+57

2. Ha Kakue 9nCsIa MOXeET GBITh COKpaTnMa Aipobh (a) — -3 et

3. Haiigure (a) (11! —20,10! —20); (6) 2™ —1,2" —1);
(8) (Ld , Lod ).
M eUHUL] N eUHMUL]
4. BeckoHeuHasi B 06€ CTOPOHBI MTOC/IEN0BATENLHOCTh UMEET MTEPUOIBI M U M. JJOKKUTE,
4yT0 (M, n) — Toxe e€ nepuof. (Yucso [ > 0 Ha3bIBAETCS nepuo0oM TTOCTIEOBATETHPHOCTH
ey A_p,0_1,0g, A1, Ay, ..., ECITA A = Qjy; JJI5 BCEX LIETBIX K.)

5. IlycTh m U n — 1ieJible B3aUMHO ITPOCThIe uncia. Haiiure Han6obIee BO3MOYKHOE 3Ha-
yeHue BeIpakeHus (m + 2022n, n + 2022m).

6. B Kax/10i1 BepIInHe Ky06a HAIMCAaHO Liesioe Yynciao. Ecau uynciaa X ¥y CTOSAT Ha OJHOM
pe6pe, TO YMCII0 X MOXKHO YBEJIMYWUTh WIM YMEHBIINUTh Ha y. Beerga v py IOMOIH
TaKUX ollepalyii MOXKHO CJiesIaTh BCe YHCsIa paBHBIMU?

7. [JaHbBI MONApHO B3aUMHO IIPOCTbIE HATypaJIbHbIE YUCTIA My, My, ... , My. JJOKOKUTE, YTO

(4 o a;
Jr06ast 1pobb BUAA sty -y, IPE/ICTABUMA B BHJIE CyMMbI npo6eii Buja le

8. Joxaxwure, 4To ecy HOJI esbIX YKce dy, ... , 4, paBeH d, TO HAM[yTCs Lesble Xy, ... , X,
Takue, YTo a1 Xy + ... + a,x, = d.

9. Ilo GeCKOHEYHOI LIaXMAaTHOH JJOCKe XOMUT (M, n)-KPOKOJAWJI, KOTOPBIiI MOXKET 32 OUH
XOZl CIBUHYTHCSI HA M KJIETOK MO TOPU30HTATU WM BEPTHKAIU, a 3aTEM — Ha 1 KJie-
TOK B TIEPIEHUKY/IIPHOM HAIpaBJeHUU. [IpU KaKUX HATYPaIbHBIX M U N 3TOT (M, n)-
KPOKO/IMJI CMOXKET TIOTIACTH U3 JTIF0GO0M KJIETKH JOCKU B JIFOGYIO AAPYTIyi0?

10. BuUIbsIpAHBIN CTOJI MIPEJCTABIISIET COGOM MIPSIMOYTOIBHUK N X M C YETHIPbMS JIYHKAMU
B y1ax. Muiiia mycTy/I U3 OTHOTO YIJIa CTOJIA MIAPUK Tof yIyioM 45° K ctopoHaM. Korga
HIAPUK YAAPSETCS 0 GOPTHUK, OH OTPAYKAETCS OT HETO M HAYMHAET JIETETh B MEPIIEHANKY-
JIIPHOM HarpaBjieHuu. CKOJIBKO pa3 MIAPHK YAAPUTCSI O GOPTHK MEPE] TEM, KAK ITOMAET
B JIYHKY, €CJIU U3BECTHO, UTO (M, n) = d?

source:algebra/number-theory/euclid-algorithm-g7M/2. tex



% $date$groups:
%   g7Mr1: 2022-12-08 p2
%   g7Mr2: 2022-12-08 p1

\worksheet{Алгоритм Евклида}

% $authors:
% - Иван Сергеевич Бельдиев
% - Сергей Константинович Солопов

Как найти НОД двух натуральных чисел?
Обозначим большее число через~$a_{0}$, а~меньшее через~$a_{1}$.
Делим $a_{i}$ на~$a_{i+1}$ с~остатком:
\begin{gather*}
    a_{0} = q_{1} a_{1} + a_{2}
, \quad
    a_{1} = q_{2} a_{2} + a_{3}
, \quad \ldots , \quad
    a_{n-2} = q_{n-1} a_{n-1} + a_{n}
, \quad
    a_{n-1} = q_{n} a_{n}
. \end{gather*}
% \begin{gather*}
%     a_{0} = q_{1} a_{1} + a_{2}
% ; \\
%     a_{1} = q_{2} a_{2} + a_{3}
% ; \\ \ldots \\
%     a_{n-2} = q_{n-1} a_{n-1} + a_{n}
% ; \\
%     a_{n-1} = q_{n} a_{n}
% . \end{gather*}
Тогда $(a_{0}, a_{1}) = a_{n}$.

\claim{Линейное представление НОД}
Для любых целых чисел $a$ и~$b$ найдутся целые числа $x$ и~$y$ такие, что
$a x + b y = (a, b)$.

\begin{problems}

\item
Найдите НОД и~линейное представление НОД для чисел $456$ и~$654$.

\item
На~какие числа может быть сократима дробь
\subproblem $\tfrac{13 n + 8}{8 n + 3}$;
\subproblem $\tfrac{n^2 + 5}{n + 3}$?

\item
Найдите
\subproblem $(11! - 20, 10! - 20)$;%
\quad
\subproblem $(2^{m}− 1, 2^{n} − 1)$;%
\\
\subproblem \( (
    \underbrace{11{\ldots}1}_{\text{$m$ единиц}},
    \underbrace{11{\ldots}1}_{\text{$n$ единиц}}
) \).

\item
Бесконечная в~обе стороны последовательность имеет периоды $m$ и~$n$.
Докажите, что $(m, n)$~--- тоже её период.
(Число $l > 0$ называется \emph{периодом}
последовательности $\ldots, a_{-2}, a_{-1}, a_{0}, a_{1}, a_{2}, \ldots$,
если $a_{k} = a_{k+l}$ для всех целых~$k$.)

\item
Пусть $m$ и~$n$~--- целые взаимно простые числа.
Найдите наибольшее возможное значение выражения $(m + 2022 n, n + 2022 m)$.

\item
В~каждой вершине куба написано целое число.
Если числа $x$ и~$y$ стоят на~одном ребре, то число~$x$ можно увеличить или
уменьшить на~$y$.
Всегда~ли при помощи таких операций можно сделать все числа равными?

\item
Даны попарно взаимно простые натуральные числа $m_{1}, m_{2}, \ldots, m_{k}$.
Докажите, что любая дробь вида $\tfrac{c}{m_{1} m_{2} \ldots m_{k}}$
представима в~виде суммы дробей вида $\tfrac{a_{i}}{m_{i}}$.

\item
Докажите, что если НОД целых чисел $a_{1}, \ldots, a_{n}$ равен~$d$, то
найдутся целые $x_{1}, \ldots, x_{n}$ такие, что
$a_{1} x_{1} + \ldots + a_{n} x_{n} = d$.

\item
По~бесконечной шахматной доске ходит $(m, n)$-крокодил, который может за~один
ход сдвинуться на~$m$~клеток по~горизонтали или вертикали, а~затем~---
на~$n$~клеток в~перпендикулярном направлении.
При каких натуральных $m$ и~$n$ этот $(m,n)$-крокодил сможет попасть из~любой
клетки доски в~любую другую?

\item
Бильярдный стол представляет собой прямоугольник $n \times m$ с~четырьмя
лунками в~углах.
Миша пустил из~одного угла стола шарик под углом $45^\circ$ к~сторонам.
Когда шарик ударяется о~бортик, он отражается от~него и~начинает лететь
в~перпендикулярном направлении.
Сколько раз шарик ударится о~бортик перед тем, как попадёт в~лунку, если
известно, что $(m, n) = d$?

\end{problems}





[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] M. C. Benbaues, C. K. Cononos
[1-24 dexabps 2022 2.] rpynna: /M1 9 dekabps 2022 2., napa 2

HO/Il u HOK. /To6aBKa

1. JlaHOo Y€THOE HATYpPaJIbHOE YUCIIO0 . HaliinTe Bce Takuie HATypasibHbIE B3AUMHO IIPOCThIE
yuciua a, b, yto a” + b" menurcs Ha a + b.

2. Moryr i [a,b] u [a + ¢, b + c] 66T paBHSEI (@, b, c — HaTypaJbHBIE YKCIA)?

3. HaiiguTe Bce TPOHKY HaTypaIbHBIX uKce (a, b, ¢) Takux, uto a’ + b3 + ¢ genmres Ha a®b,
b*cu c?a.

source:algebra/number-theory/euclid-algorithm-g7M/gcd-and-lcm-more.tex



% $date$groups:
%   g7Mr1: 2022-12-09 p2
%   g7Mr2: 2022-12-10 p3

\worksheet{НОД и~НОК. Добавка}

% $authors:
% - Иван Сергеевич Бельдиев
% - Сергей Константинович Солопов

\begin{problems}

\item
Дано чётное натуральное число~$n$.
Найдите все такие натуральные взаимно простые числа $a$, $b$, что
$a^{n} + b^{n}$ делится на~$a + b$.

\item
Могут~ли $[a, b]$ и~$[a + c, b + c]$ быть равны
($a$, $b$, $c$~--- натуральные числа)?

\item
Найдите все тройки натуральных чисел $(a, b, c)$ таких, что
$a^3 + b^3 + c^3$ делится на~$a^2 b$, $b^2 c$ и~$c^2 a$.

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] Anekceii Bagumouy JoneneHok
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 7M1 1 dekabps 2022 2., napa 3

Bcé, uTo HYy)XHO, Ha KAPTUHKeE

1.

Croponsl AB u CD 4etnIpéxyroibHuka ABCD paBHbl. CepeariHa ero cropoHsl AD pas-
HoyZasieHa oT Touek B u C. Jlokaxxure, 4yTo cepefrHa BC paBHOyjaieHa oT ToueK A u D.

B npsamoyrosibHOM TpeyrosibHuKe ABC 13 BepIIMHBI IIpsAMOro yriia C poBefieHa BbICO-
ta CH. Ha cropone AC BbriGpaHa Touka D Takas, uto ZBAC = «CBD. [lokaxure, uto CH
JIeJIUT II0I10J1aM OTpe30K BD.

Ha cTopoHe AC paBHOCTOpOHHEro TpeyrosbHUKa ABC BbrIOpaHa Touka D. PaccMoTpum
TaKy TOUKy E, 4To TpeyroapHUK ADE paBHOCTOPOHHM. [lokaxkute, uto BD = CE.

Ha cropone CD kBazipata ABCD niocTpoeH MpaBUWIbHBIH TpeyrosbHUK CDN, BepimiriHa N
KOTOPOTO JIKUT BHE KBaJ[paTa, a Ha AuaroHaju AC — IpaBUWIbHBIN TpeyroJbHUK ACM,
BHYTPU KOTODOTO JIEXUT To4Ka D. JlokakuTe, 4TO JJIMHA OTpe3ka MN paBHa CTOpPOHE
KBaJpara.

JlaH BBITYKJIBIH 4eThIpEXYToabHUK ABCD, B KOTOPOM paBHBI yIuibl A U D. CepeiuHHbIE
MepHeHJUKY/IsApbI K oTpe3kaM AB u CD nepecekaroTcs Ha oTpe3ke AD. JIoKaxuTe, 4To
JarOHAJIY YeThIPEXyTOJbHUKA PAaBHBI.

B Tpeyrosbauke ABC nipoBezieHa 6uccekrprca AD. Ha Heit BpiOpaHa Touka E Tax, 4yTo
BD = BE. Ha cropone AC BbiOpaHa Touka F Tak, uto EF || BC. lokaxxute, uro BE = DF.

B tpeyronsHuke ABC npoBesieHa MmeauaHa AD. Touka E — cepeguna AD, F — niepece-
yeHus npsamMoil CE c orpe3koM AB. Okasasock, uto BE = BD = DC. [lokaxxure, 4T0O
AF = FE.

BuyTpu KBagpara ABCD BbIOpaHbl ToukU E 1 F Tak, uyto E je)xut Ha otpe3ke BF u Tpe-
yroabHUKU ABF u EDF paBHbI. Haiiinte yIvibl 3THX TPEYTrOJIbHUKOB.

B C

o Q

F

e, O

A D

Ha cropone AB paBHOGeapeHHOro0 TpeyroabHuka ABC (AB = BC) BeIGpaHa Touka D,
a Ha ctopoHe BC — touka E. Touka F oTMeueHa Tak, 4To oTpe3ku EF u BD niepeceKaroTcs.
Oxka3zasioch, uTo BD = CD = CE = EF, AC = BF. [lokaxure, 4to Touku C, D, F nexar
Ha OJHOI IPSIMOIA.

source:geometry/mixture-g7M-1-no-construction/0.tex

source:geometry/mixture-g7M-1-no-construction/square.asy



% $date$groups:
%   g7Mr1: 2022-12-01 p3
%   g7Mr2: 2022-12-01 p1

\worksheet{Всё, что нужно, на~картинке}

% $authors:
% - Алексей Вадимович Доледенок
% # Елена Анатольевна Лычагина

\begin{problems}

\item
Стороны $AB$ и~$CD$ четырёхугольника $ABCD$ равны.
Середина его стороны~$AD$ равноудалена от~точек $B$ и~$C$.
Докажите, что середина~$BC$ равноудалена от~точек $A$ и~$D$.

\item
В~прямоугольном треугольнике $ABC$ из~вершины прямого угла~$C$ проведена
высота~$CH$.
На~стороне~$AC$ выбрана точка~$D$ такая, что $\angle BAC = \angle CBD$.
Докажите, что $CH$ делит пополам отрезок~$BD$.

\item
На~стороне~$AC$ равностороннего треугольника $ABC$ выбрана точка~$D$.
Рассмотрим такую точку~$E$, что треугольник $ADE$ равносторонний.
Докажите, что $BD = CE$.

\item
На~стороне~$CD$ квадрата $ABCD$ построен правильный треугольник $CDN$,
вершина~$N$ которого лежит вне квадрата, а~на~диагонали~$AC$~---
правильный треугольник $ACM$, внутри которого лежит точка~$D$.
Докажите, что длина отрезка~$MN$ равна стороне квадрата.

\item
Дан выпуклый четырёхугольник $ABCD$, в~котором равны углы $A$ и~$D$.
Серединные перпендикуляры к~отрезкам $AB$ и~$CD$ пересекаются на~отрезке~$AD$.
Докажите, что диагонали четырёхугольника равны.

\item
В~треугольнике $ABC$ проведена биссектриса~$AD$.
На~ней выбрана точка~$E$ так, что $BD = BE$.
На~стороне~$AC$ выбрана точка~$F$ так, что $EF \parallel BC$.
Докажите, что $BE = DF$.

\item
В~треугольнике $ABC$ проведена медиана~$AD$.
Точка~$E$~--- середина~$AD$, $F$~--- пересечения прямой~$CE$ с~отрезком~$AB$.
Оказалось, что $BE = BD = DC$.
Докажите, что $AF = FE$.

\item
Внутри квадрата $ABCD$ выбраны точки $E$ и~$F$ так, что
$E$ лежит на~отрезке~$BF$ и~треугольники $ABF$ и~$EDF$ равны.
Найдите углы этих треугольников.
\begin{center}
    \jeolmfigure{../square}
\end{center}

\item
На~стороне $AB$ равнобедренного треугольника $ABC$ ($AB = BC$) выбрана точка
$D$, а~на~стороне $BC$~--- точка $E$.
Точка $F$ отмечена так, что отрезки $EF$ и~$BD$ пересекаются.
Оказалось, что $BD = CD = CE = EF$, $AC = BF$.
Докажите, что точки $C$, $D$, $F$ лежат на~одной прямой.

\end{problems}




size(3.5cm);
real mr = 4mm;
import geometry;

point
    pA = (0,0), pB = (0,1), pC = (1,1), pD = (1,0),
    pF = pD * dir(-30) / 3^0.5 + pB * dir(30) / 3^0.5,
    pE = pF + (pA - pF) * (pD - pF) / (pB - pF);

draw(pA--pB--pC--pD--cycle, linewidth(1));

draw(pB--pF--pD ^^ pA--pF ^^ pE--pD);

void edot(Label L, point pX, align align=NE, pen p=defaultpen)
    { dot(L, pX, align, p, Fill(white)); }
void edot(point pX, pen p=defaultpen)
    { dot(pX, p, Fill(white)); }

edot("$A$", pA, SW);
edot("$B$", pB, NW);
edot("$C$", pC, NE);
edot("$D$", pD, SE);
edot("$E$", pE, NE);
edot("$F$", pF, S);




[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] Anekceii Bagumouy JoneneHok
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 7M1 2 dekabps 2022 2., napa 1

CummMmeTrpus

1.

ByMa)kHBIN paBHOCTOPOHHUI TPEYTOJIBHUK ITIEPETHYIIH I10 IIPSIMOM TaK, YTO OfIHA U3 Bep-
LIMH I0MaJIa Ha IIPOTHBOIIOJIOKHYIO CTOPOHY TaK, KaK M300pa)keHO Ha JIEBOM PUCYHKE.
JlOKa)KuTe, 4TO YIVIBbI IBYX O€JIBIX TPEYTOJbHHUKOB COOTBETCTBEHHO PaBHBL.

A Q

o p

Ha npopomkenun auaronanu AC kBazpara ABCD 3a Touky C BbIGpaHa TOUKa X TakK, 4To
BX = AC. Haiigute yron AXB.

Ha ctopone BC TpeyronbHuka ABC BblOpasu Touku P u Q Takue, 4T0 BA = BPu CA =
CQ. Touka I — TouKa IepecedeHUs1 OUCCeKTpHUC TpeyronbHUKa ABC. [JoKka)KuTe, 4TO Tpe-
yroJabHUK IPQ paBHOOEPEHHBI.

Buccexrpuce! TpeyronsHuka ABC niepecekarorcs B Touke I, ZABC = 120°. Ha nipogoii-
JKEHUAX CTOPOH AB u CB 3a TOYKy B oTMe4YeHbI TOYKA P U Q COOTBETCTBEHHO TaK, 4TO
AP = CQ = AC. Joxaxure, uyTo yrosa PIQ — mpsMoii.

B tpeyronpauKe ABC ¢ npsMbIM yriioM C 6uccekTpuca AL u BeicoTa CH mepeceKaroTcst
B Touke K. buccekrpuca yrina BCH nepecekaer oTpe3ok BH B Touke M. JIOKaKUTE, YTO
CK = ML.

BHyTpu ocTporo yria ¢ BepiInHOHN B Touke O oTMe4eHbl TOUKU M U N, a Ha CTOPOHAax
yra — To4ku P u Q takue, 4To £LMOP = #«NOQ u Touka O JIeKUT Ha GHUCCeKTprcax
BHEIIHUX YIVIOB IIpU BepmnHax P U Q TpeyroabHUKoB MPN 1 MQN COOTBETCTBEHHO
(TIpaBBIif PUCYHOK). [IOKQXKUTE, YTO JJIMHBI JoMaHbIX MPN 1 MQN paBHEIL.

B paBHOGeipeHHOM TpeyroabHuke ABC (AB = AC) 6uccekTpuca BL nepecekaercs ¢ 6uc-
ceKTpucoii yria A B Touke I. Touka X Ha cropoHe AB BbiOpaHa Tak, uto BX = BC. Ilps-
mas X1 nepecekaet ocHoBaHUe BC B Touke Y. Jlokaxkute, yto BY = CL.

B tpeyronbauke ABC yroi A paseH 60°. Ha siydax BA 1 CA o1ioxeHbl oTpe3sku BX u CY,
paBHbIe cTOpOHEe BC. [loKakuTe, 4TO NpsAMasi XY IPOXOAUT Yepe3 TOUKY IepecedeHUsI
6uccexTpuc TpeyroibHrka ABC.

Sanuncom Ha3pIBAIOT MHOXKECTBO TOUEK Ha IJIOCKOCTH, CyMMa PAcCTOSIHUI OT KOTOPBIX
JI0 IBYX JAHHBIX TOUEK (Ha3bIBAEMBIX €ro (okycamiu) MOCTOSTHHA. [JOKaKUTe, UTO y 371
JIUTICA POBHO JIBE€ OCU CUMMETPUU.

source:geometry/reflection-g7M/0. tex



% $date$groups:
%   g7Mr1: 2022-12-02 p1
%   g7Mr2: 2022-12-02 p2

\worksheet{Симметрия}

% $authors:
% - Алексей Вадимович Доледенок
% # Елена Анатольевна Лычагина

\begin{problems}

\item\jeolmlabel{/geometry/reflection-g7M/:problem:fold}%
Бумажный равносторонний треугольник перегнули по~прямой так, что одна из~вершин
попала на~противоположную сторону так, как изображено на левом рисунке.
Докажите, что углы двух белых треугольников соответственно равны.

\end{problems}
\begin{center}
\leavevmode\hfill
    \begin{minipage}[c]{0.4\linewidth}\centering
    \jeolmfigure{../fold}
    \end{minipage}%
\hfill
    \begin{minipage}[c]{0.4\linewidth}\centering
    \jeolmfigure{../bisectors}
    \end{minipage}%
\hfill\null\par
\end{center}
\begin{problems}

\item
На~продолжении диагонали~$AC$ квадрата $ABCD$ за~точку~$C$ выбрана точка~$X$
так, что $BX = AC$.
Найдите угол $AXB$.

\item
На~стороне~$BC$ треугольника $ABC$ выбрали точки $P$ и~$Q$ такие, что
$BA = BP$ и~$CA = CQ$.
Точка~$I$~--- точка пересечения биссектрис треугольника $ABC$.
Докажите, что треугольник $IPQ$ равнобедренный.

\item
Биссектрисы треугольника $ABC$ пересекаются в~точке~$I$,
$\angle ABC = 120^\circ$.
На~продолжениях сторон $AB$ и~$CB$ за~точку~$B$ отмечены точки $P$ и~$Q$
соответственно так, что $AP = CQ = AC$.
Докажите, что угол $PIQ$~--- прямой.

\item
В~треугольнике $ABC$ с~прямым углом~$C$ биссектриса~$AL$ и~высота~$CH$
пересекаются в~точке~$K$.
Биссектриса угла $BCH$ пересекает отрезок~$BH$ в~точке~$M$.
Докажите, что $CK = ML$.

\item\jeolmlabel{/geometry/reflection-g7M/:problem:bisectors}%
Внутри острого угла с~вершиной в~точке~$O$ отмечены точки $M$ и~$N$,
а~на~сторонах угла~--- точки $P$ и~$Q$ такие, что $\angle MOP = \angle NOQ$
и~точка~$O$ лежит на~биссектрисах внешних углов при вершинах $P$ и~$Q$
треугольников $MPN$ и~$MQN$ соответственно (правый рисунок).
Докажите, что длины ломаных $MPN$ и~$MQN$ равны.

% \item
% На~стороне~$CD$ квадрата $ABCD$ выбрана точка~$P$.
% Биссектриса угла $ABP$ пересекает сторону~$AD$ в~точке~$Q$.
% Из~точки~$P$ опущен перпендикуляр~$PH$ на~прямую~$BQ$.
% Докажите, что $BQ = 2 PH$.

\item
В~равнобедренном треугольнике $ABC$ ($AB = AC$) биссектриса~$BL$ пересекается
с~биссектрисой угла~$A$ в~точке~$I$.
Точка~$X$ на~стороне~$AB$ выбрана так, что $BX = BC$.
Прямая~$XI$ пересекает основание~$BC$ в~точке~$Y$.
Докажите, что $BY = CL$.

\item
В~треугольнике $ABC$ угол~$A$ равен~$60^\circ$.
На~лучах $BA$ и~$CA$ отложены отрезки $BX$ и~$CY$, равные стороне~$BC$.
Докажите, что прямая~$XY$ проходит через точку пересечения биссектрис
треугольника $ABC$.

\item
\emph{Эллипсом} называют множество точек на~плоскости, сумма расстояний
от~которых до~двух данных точек (называемых его \emph{фокусами}) постоянна.
Докажите, что у~эллипса ровно две оси симметрии.

\end{problems}




source:geometry/reflection-g7M/fold.asy

source:geometry/reflection-g7M/bisectors.asy



size(3cm);
real mr = 4mm;
import geometry;

point
    pA = (0,0), pB = (1,0), pC = dir(60),
    pC1 = (0.3, 0),
    pM = intersectionpoint(bisector(pC, pC1), line(pA, pC)),
    pN = intersectionpoint(bisector(pC, pC1), line(pB, pC));

fill(pM--pN--pC1--cycle, gray(5/6));

draw(pA--pM--pC1--pN--pB--cycle, linewidth(1));

draw(pM--pN);

draw(pM--pC ^^ pC--pN, dashed);




size(5cm);
real mr = 4mm;
import geometry;

point
    pO = (0,0),
    pP0 = dir(0), pQ0 = dir(40),
    pM = 6 dir(15),
    pN = pO + 10 unit((pP0 - pO) * (pQ0 - pO) / (pM - pO)),
    pP = extension(pO, pP0, pM, reflect(line(pO, pP0)) * pN),
    pQ = extension(pO, pQ0, pM, reflect(line(pO, pQ0)) * pN);

draw(line(pO, pP0, extendA=false), linewidth(1));
draw(line(pO, pQ0, extendA=false), linewidth(1));

draw(pM--pP--pN--pQ--cycle);
draw(pM--pO--pN);

markangle(pP, pO, pM, n=1, radius=1.20mr, space=0.20mr);
markangle(pN, pO, pQ, n=1, radius=1.20mr, space=0.20mr);

markangle(pM    , pP, pO, n=2, radius=0.90mr, space=0.20mr);
markangle(2pP-pO, pP, pN, n=2, radius=0.90mr, space=0.20mr);

markangle(pO, pQ, pM    , n=3, radius=0.80mr, space=0.20mr);
markangle(pN, pQ, 2pQ-pO, n=3, radius=0.80mr, space=0.20mr);

void edot(Label L, point pX, align align=NE, pen p=defaultpen)
    { dot(L, pX, align, p, Fill(white)); }
void edot(point pX, pen p=defaultpen)
    { dot(pX, p, Fill(white)); }

edot("$O$", pO, SW);
edot("$M$", pM, NE);
edot("$N$", pN, NE);
edot("$P$", pP, unit(pP - pO) * (-I));
edot("$Q$", pQ, unit(pQ - pO) * (+I));




[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] Anekceii Bagumouy JoneneHok
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 7M1 4 dexabps 2022 2., napa 3

MezmaHa — 9TO JIMIIb IT0JA€JIa

Hapa/l/le./lOZPClMM — 9TO ‘IeTBIpéXyI‘OJIBHI/IK, IIPOTUBOIIOJ/IOXKHBIE CTOPOHBI KOTOPOI'O I1apaJi-
JICJIbHBI.

Cne/:[yfoume YTBEPXKAEHM A S9KBUBAJIECHTHBI TOMY, YTO ‘IeTLIpéXyFOIILHI/IK ImapajuiesiorpamMm:

LT L

1. B tpeyrosbHuke ABC nposeau Meauany BM. Oka3anocs, 4To cymMMa yriioB A 1 C paBHa
yriy ABM. Hafizute otHoutenue BC : BM.

2. (a) ITocMmoTpuTe Ha JIEBOBIH PUCYHOK U JJOKXKHUTE, YTO OTPE30K, COEIUHSIOIINI cepe -
HBI CTOPOH TpeyroJIbHUKA (OH eIl€ Ha3bIBAeTCs cpedHeli AuHUell), Tapaiie/ieH TpeTbel
CTOpPOHE U paBeH e€ IOJIOBUHE.

(6) ITocMoTpuTe Ha IPaBBII PUCYHOK U JOKKUTE, UYTO MeJHUaHbl TPEYTOJbHUKA IIepe-
CEeKaIOTCsI B OLHOM TOUYKe U AeJISATCS TOUKOil IlepeceueHysl B OTHOIEHUH 2 : 1, cuuTas
OT BEpPLINHBI.

3. B TtpeyronbHuke ABC BpicoTa AH nepecexaeT MeauaHy BM B Touke K. HaliguTe yrou
MEeX[y BBICOTOM 1 MegraHol, eciu AK = BC.

4. [laH 4eTblpéxyroabHUK ABCD, B xotopoM AD || BC. BuccekTpuca ymia A nepecexaer
cropoHy CD B e€ cepepune. J[lJokaxure, uto AB = BC + AD.

5. B TpeyrosbHuke ABC Touka M — cepeguHa AC. Ha cropoHe BC B3sIM TOYKY K Tak, 4TO
yros BMK mipsimoii. Oxa3asocs, uto BK = AB. Hatigute yron MBC, eciu ZABC = 110°.

6. B mapasnenorpamMmme ABCD touka E — cepezyiHa cTopoHbI CD, a Toyka K — OCHOBaHUe
MepIeHUKY/IAPa, OMYLIEHHOro U3 BeplInHbl B Ha AE. Jlokaxxute, 4yto BC = CK.

7. Hacropone AC tpeyronbHuka ABC BbiOpaHa Touka D Takas, uto BD = AC. Meguana AM
3TOTr'0 TPeyroJIbHMKa IepecekaeT oTpe3ok BD B Touke K. Okasanock, uto DK = DC. [lo-
KakuTte, uTo AM + KM = AB.

8. Hamepuany AM tpeyroipHuKa ABC onyctuun neprneHgukynsap BL. Ha orpeske AL Ha-
1ach Takas Touka K, yto AK = LM. IIpsamMasi, npoxofsinas yepes K rnepreH juKy/sip-
HO AM, niepecekaet cTopoHy AB B Touke D. [lokaxxure, uto CD = AB + AD.



source:geometry/median-extension-g7M/0.

source:geometry/median-extension-g7M/parallelogram-criteria-1.

source:geometry/median-extension-g7M/parallelogram-criteria-2

source:geometry/median-extension-g7M/parallelogram-criteria-3.

source:geometry/median-extension-g7M/midline

source:geometry/median-extension-g7M/centroid.

asy

.asy

asy

.asy

asy



% $date$groups:
%   g7Mr1: 2022-12-04 p3
%   g7Mr2: 2022-12-04 p2

\worksheet{Медиана~--- это лишь полдела}

% $authors:
% - Алексей Вадимович Доледенок
% # Елена Анатольевна Лычагина

\emph{Параллелограмм}~--- это четырёхугольник, противоположные стороны которого
параллельны.

Следующие утверждения эквивалентны тому, что четырёхугольник параллелограмм:
\begin{center}
    \jeolmfigure{../parallelogram-criteria-1}\qquad
    \jeolmfigure{../parallelogram-criteria-2}\qquad
    \jeolmfigure{../parallelogram-criteria-3}
\end{center}

\begin{problems}

\item
В~треугольнике $ABC$ провели медиану $BM$.
Оказалось, что сумма углов $A$ и~$C$ равна углу $ABM$.
Найдите отношение $BC:BM$.

\item
\subproblem
Посмотрите на~левоый рисунок и~докажите, что отрезок, соединяющий середины
сторон треугольника (он ещё называется \emph{средней линией}), параллелен
третьей стороне и~равен её половине.
\\
\subproblem
Посмотрите на~правый рисунок и~докажите, что медианы треугольника пересекаются
в~одной точке и~делятся точкой пересечения в~отношении $2 : 1$, считая
от~вершины.
\begin{center}
\leavevmode\null\hfill
    \jeolmfigure{../midline}
\hfill
    \jeolmfigure{../centroid}
\hfill\null\par
\end{center}

% \item
% На~стороне~$BC$ треугольника $ABC$ нашлись точки $K$ и~$L$ так, что
% $K$~--- середина отрезка~$BL$, $AL$~--- биссектриса угла $KAC$ и~$AC = 2 AK$.
% Докажите, что $\angle ACB = \angle BAK$.

\item
В~треугольнике $ABC$ высота~$AH$ пересекает медиану~$BM$ в~точке~$K$.
Найдите угол между высотой и~медианой, если $AK = BC$.

\item
Дан четырёхугольник $ABCD$, в~котором $AD \parallel BC$.
Биссектриса угла~$A$ пересекает сторону~$CD$ в~её середине.
Докажите, что $AB = BC + AD$.

% \item
% На~сторонах $AB$ и~$AC$ равностороннего треугольника $ABC$ выбраны
% точки $P$ и~$R$ соответственно так, что $AP = CR$.
% Точка~$M$~--- середина отрезка~$PR$.
% Докажите, что $BR = 2 AM$.

% \item
% На~сторонах $AB$ и~$BC$ треугольника $ABC$ внешним образом построены квадраты
% $ABDE$ и~$BCKL$.
% Докажите, что прямая, содержащая медиану~$BM$ треугольника $ABC$,
% перпендикулярна отрезку~$DL$.

\item
В~треугольнике $ABC$ точка~$M$~--- середина~$AC$.
На~стороне~$BC$ взяли точку~$K$ так, что угол $BMK$ прямой.
Оказалось, что $BK = AB$.
Найдите угол $MBC$, если $\angle ABC = 110^\circ$.

\item
В~параллелограмме $ABCD$ точка~$E$~--- середина стороны~$CD$,
а~точка~$K$~--- основание перпендикуляра, опущенного из~вершины~$B$ на~$AE$.
Докажите, что $BC = CK$.

\item
На~стороне~$AC$ треугольника $ABC$ выбрана точка~$D$ такая, что $BD = AC$.
Медиана~$AM$ этого треугольника пересекает отрезок~$BD$ в~точке~$K$.
Оказалось, что $DK = DC$.
Докажите, что $AM + KM = AB$.

\item
На~медиану~$AM$ треугольника $ABC$ опустили перпендикуляр~$BL$.
На~отрезке~$AL$ нашлась такая точка~$K$, что $AK = LM$.
Прямая, проходящая через~$K$ перпендикулярно~$AM$, пересекает сторону~$AB$
в~точке~$D$.
Докажите, что $CD = AB + AD$.

\end{problems}




size(0, 1.6cm);
real mr = 4mm;
import geometry;

point
    pA = (0,0), pB = (4,0), pD = (1,3), pC = pB + pD - pA;

draw(pA--pB--pC--pD--cycle, linewidth(1));

draw(pA--pC, StickIntervalMarker(2, 1, size=0.5mr, space=0.20mr));
draw(pB--pD, StickIntervalMarker(2, 2, size=0.5mr, space=0.20mr));

draw( pA--pB ^^ pC--pD, invisible,
    StickIntervalMarker(1, 1, size=0.5mr, space=0.20mr, invisible) );




size(0, 1.6cm);
real mr = 4mm;
import geometry;

point
    pA = (0,0), pB = (4,0), pD = (1,3), pC = pB + pD - pA;

draw(pA--pB--pC--pD--cycle, linewidth(1));

draw(pA--pB ^^ pC--pD, StickIntervalMarker(1, 1, size=0.5mr, space=0.20mr));
draw(pB--pC ^^ pD--pA, StickIntervalMarker(1, 2, size=0.5mr, space=0.20mr));




size(0, 1.6cm);
real mr = 4mm;
import geometry;

point
    pA = (0,0), pB = (4,0), pD = (1,3), pC = pB + pD - pA;

draw(pA--pB--pC--pD--cycle, linewidth(1));

draw(pB--pC ^^ pD--pA, StickIntervalMarker(1, 2, size=0.5mr, space=0.20mr));

markangle(pB, pA, pD, n=1, radius=1.00mr);
markangle(2pB-pA, pB, pC, n=1, radius=1.00mr);

draw(complementary(line(pB, pA, extendA=false)));
dot(pB + 1.5right, invisible);

draw( pA--pB ^^ pC--pD, invisible,
    StickIntervalMarker(1, 1, size=0.5mr, space=0.20mr, invisible) );




size(0, 2.5cm);
real mr = 4mm;
import geometry;

point
    pA = (0, 0), pB = (4, 0), pC = (1, 3),
    pMA = 0.5(pB + pC), pMB = 0.5(pC + pA),
    pK = 2 pMB - pMA;

draw(pA--pB--pC--cycle, linewidth(1));

draw(pA--pMA--pK--pC ^^ pA--pK);

draw(pB --pC , invisible, StickIntervalMarker(2, 1, size=0.5mr, space=0.2mr));
draw(pC --pA , invisible, StickIntervalMarker(2, 2, size=0.5mr, space=0.2mr));
draw(pMA--pK , invisible, StickIntervalMarker(2, 3, size=0.5mr, space=0.2mr));




size(0, 2.5cm);
real mr = 4mm;
import geometry;

point
    pA = (0, 0), pB = (4, 0), pC = (1, 3),
    pMA = 0.5(pB + pC), pMB = 0.5(pC + pA),
    pM = extension(pA, pMA, pB, pMB),
    pU = 2 pMA - pM, pV = 2 pMB - pM;

draw(pA--pB--pC--cycle, linewidth(1));

draw(pA--pU ^^ pB--pV ^^ pA--pV--pC--pU--pB ^^ pC--pM);

draw(pB --pC , invisible, StickIntervalMarker(2, 1, size=0.5mr, space=0.2mr));
draw(pC --pA , invisible, StickIntervalMarker(2, 2, size=0.5mr, space=0.2mr));
draw(pM --pV , invisible, StickIntervalMarker(2, 3, size=0.5mr, space=0.2mr));




[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] Anekceii Bagumouy JoneneHok
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 7M1 5 dekabps 2022 2., napa 3

ITepexyiagpIBaHEe OTPE3KOB

1.

Man TpeyroabHUK ABC, Ha cTopoHax AB 1 AC KOTOpOro OTMEYEHBI TOUKU X U Y COOTBET-
CTBEHHO TaK, 4YTo BX + CY = BC. JIoOKaXuTe, 4TO TOUKU X 1 Y paBHOYJAJE€HbI OT TOUKU
nepece4eHust GUCCEKTPUC TPEYTOJbHUKA.

B Tpeyrosbauke ABC 6uccektpuca AE paBHa 110 jyuuHe oTpe3ky CE. Taxke U3BECTHO,
uTo 2AB = AC. HaiiinTe BeJIMYMHY yIia B.

B tpeyronsauke ABC yron A paseH 20°, yros C paseH 40°. JJoka)KuTe, 4TO pa3HOCTb JIJIMH
cTopoH AC 1 AB paBHa JIMHe OHCCEeKTPHUCHI yIiIa B.

B tpeyronpHUKe ABC yron B BaBoe 6obiie yriia C, a yron A — tynoii. Touka K Ha cTO-
poHe BC TakoBa, uto £KAC — nipsmoii. [lokaxxure, uto KC = 2AB.

Buccexrpucs! yrios TpeyronbHuka ABC mnepecekarorcs B Touke I. M3BecTHO, uTo CA +
Al = BC. Haiigure otHomieHue ZBAC . ZCBA.

B ugernipéxyrosbHuke ABCD cropoHbsl AD 1 BC napajljleJIbHBL, a TAKXKE BBIIIOJIHEHBI pa-
BeHCTBa AB = BC, AC = CD, BC + CD = AD. HalizuTe BeJIMIYMHY HarOOJIbIIETo yIyia
Tpaneuuu ABCD.

B tpeyronbHuke ABC yron A paBeH 120°, Touka D JIKUT Ha OuccekTpuce yria A, u AD =
AB + AC. Jloka)xuTe, 4TO TpeyroJbHUK DBC — paBHOCTOPOHHUM.

Ha runoreHyse AB npssMOyrosIbHOTo TpeyroiabHrKa ABC BeiGpaHa Touka D Tak, uto BC =
BD. Touka E Ha karete BC TakoBa, uro BE = DE. [lokaxure, yto AD + CE = DE.

JlaH mpsSIMOYTOJIbHBIN TpeyrosbHUK ABC, B KoTopoM ZA = 90°. BL — GucceKTpuca yr-
sa B, a Touka K Ha cropoHe BC TakoBa, yTo «BLK = 90°. Oka3zasocs, uro 3KC = 2(BC —
AB). Hatigure 2C.

source:geometry/equal-segments-g7M/1. tex



% $date$groups:
%   g7Mr1: 2022-12-05 p3
%   g7Mr2: 2022-12-05 p1

\worksheet{Перекладывание отрезков}

% $authors:
% - Алексей Вадимович Доледенок
% # Елена Анатольевна Лычагина

\begin{problems}

\item
Дан треугольник $ABC$, на~сторонах $AB$ и~$AC$ которого отмечены
точки $X$ и~$Y$ соответственно так, что $BX + CY = BC$.
Докажите, что точки $X$ и~$Y$ равноудалены от~точки пересечения биссектрис
треугольника.

\item
В~треугольнике $ABC$ биссектриса~$AE$ равна по~длине отрезку~$CE$.
Также известно, что $2 AB = AC$.
Найдите величину угла~$B$.

\item
В~треугольнике $ABC$ угол~$A$ равен $20^\circ$, угол~$C$ равен $40^\circ$.
Докажите, что разность длин сторон $AC$ и~$AB$ равна длине биссектрисы
угла~$B$.

% \item
% Дан треугольник $ABC$ такой, что $\angle B = 2 \angle C + \angle A$.
% Проведена биссектриса~$AL$.
% Докажите, что $AB + CL = AC$.

\item
В~треугольнике $ABC$ угол~$B$ вдвое больше угла~$C$, а~угол~$A$~--- тупой.
Точка~$K$ на~стороне~$BC$ такова, что $\angle KAC$~--- прямой.
Докажите, что $KC = 2 AB$.

\item
Биссектрисы углов треугольника $ABC$ пересекаются в~точке~$I$.
Известно, что $CA + AI = BC$.
Найдите отношение $\angle BAC : \angle CBA$.

\item
В~четырёхугольнике $ABCD$ стороны $AD$ и~$BC$ параллельны, а~также выполнены
равенства $AB = BC$, $AC = CD$, $BC + CD = AD$.
Найдите величину наибольшего угла трапеции $ABCD$.

\item
В~треугольнике $ABC$ угол~$A$ равен $120^\circ$, точка~$D$ лежит на~биссектрисе
угла~$A$, и~$AD = AB + AC$.
Докажите, что треугольник $DBC$~--- равносторонний.

\item
На~гипотенузе~$AB$ прямоугольного треугольника $ABC$ выбрана точка~$D$ так, что
$BC = BD$.
Точка~$E$ на~катете~$BC$ такова, что $BE = DE$.
Докажите, что $AD + CE = DE$.

\item
Дан прямоугольный треугольник $ABC$, в~котором $\angle A = 90^\circ$.
$BL$~--- биссектриса угла~$B$, а~точка~$K$ на~стороне~$BC$ такова, что
$\angle BLK = 90^\circ$.
Оказалось, что $3 KC = 2 (BC - AB)$.
Найдите $\angle C$.

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] Anekceii Bagumouy JoneneHok
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 7M1 7 dekabps 2022 2., napa 1

ITepexnaabIBaHUE OTPE3KOB. /lo6aBKa

1.

Ha 60xoBbIX cropoHax AB 1 AC paBHOGeipeHHOTO TpeyroabHuKa ABC OTMETH/IN TOYKU
K v L cOOTBETCTBEHHO TaK, UTo AK = CL u ZALK + ZLKB = 60°. [Jokaxkxute, 4To KL =
BC.

Vel TpeyronsHuka ABC yA0BJIETBOPSIOT YCIOBUIO 2£A + £B = £C. BHYTpH 3TOr0 Tpe-
YroJIbHUKA Ha GuccekTpuce yria A BeibpaHa Touka K Takasi, uro BK = BC. [JoKaxwure,
aqro £KBC = 2£ZKBA.

Ha cropone AC tpeyronbHuka ABC Hanuiacek Takas Touka K, uto AK = 2KC u £ZABK =
2£KBC. Ilycte F — cepeguna cropoHbl AC, a L — npoexkuusa A Ha BK. JIoKaXuTe, 4To
npsamele FL n BC nepneHAuKy/IsSpHBI.

source:geometry/equal-segments-g7M/2. tex



% $date$groups:
%   g7Mr1: 2022-12-07 p1
%   g7Mr2: 2022-12-07 p2

\worksheet{Перекладывание отрезков. Добавка}

% $authors:
% - Алексей Вадимович Доледенок
% # Елена Анатольевна Лычагина

\begin{problems}

\item
На~боковых сторонах $AB$ и~$AC$ равнобедренного треугольника $ABC$ отметили
точки $K$ и~$L$ соответственно так, что $AK = CL$
и~$\angle ALK + \angle LKB = 60^\circ$.
Докажите, что $KL = BC$.

\item
Углы треугольника $ABC$ удовлетворяют условию
$2 \angle A + \angle B = \angle C$.
Внутри этого треугольника на~биссектрисе угла~$A$ выбрана точка~$K$ такая, что
$BK = BC$.
Докажите, что $\angle KBC = 2 \angle KBA$.

\item
На~стороне~$AC$ треугольника $ABC$ нашлась такая точка~$K$, что $AK = 2 KC$
и~$\angle ABK = 2 \angle KBC$.
Пусть $F$~--- середина стороны~$AC$, а~$L$~--- проекция~$A$ на~$BK$.
Докажите, что прямые $FL$ и~$BC$ перпендикулярны.

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] Anekceii Bagumouy JoneneHok
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 7M1 8 dexabps 2022 2., napa 1

ITepexsagpIBaHNE TPEYTOJIBHUKOB

1.

B ueTsIpéxyrospHrke ABCD BHEIIHUH yroJi IIpu BeplirHe A paBeH yriy BCD, a AD =
CD. okaxwure, uto BD — Guccekrpuca yriaa ABC.

ITycte M — cepeiHa cropoHsl BC tpeyronbHuka ABC. Ha nydyax AB 1 AC B34TbI TOUKU
X u Y COOTBETCTBEHHO TaKUM 00pa3oM, uTo AX = AY u Touka M JIeXXUT Ha oTpe3ke XY.
Hoxaxure, yto BX = CY.

Touku E u F nexar Ha cropoHax AB u BC pom6a ABCD (poM6 — 3TO mapajuiesiorpaMm
C PaBHBIMU CTOpPOHAaMU), TpU4éM BE = CF. MI3BeCTHO, UTO TpeyroabHuK DEF — paBHO-
cropoHHuil. Haiiaure yron BAD.

Yepes TOUKy Y Ha CTOpoHe AB paBHOCTOPOHHETO TpeyrojbHuKa ABC IpoBeJieHa IIpsi-
Mas, IiepeceKaromas cTopoHy BC B Touke Z, a IpOAOJDKeHNe CTOPOHBI CA 32 TOUKy A —
B Touke X. M3BecTHO, UTO XY = YZ u AY = BZ. [lokaxxure, 4To npsamsle XZ u BC niep-
TIEeHUKY/IPHBL.

Touxku X u Y Ha cropoHe BC paBHOCTOPOHHETO TpeyroabHUKa ABC TakoBbI, UTO BX =
XY = YC. Touka M Ha ctopoHe AC BbiOpaHa Tak, 410 AM = BX. Jlokaxxute, 4T0 LAXM +
ZAYM = 30°.

B TpeyronbHuKe ABC 6uccekTpuchl BB 1 CC) nepeceKaoTcs B Touke I.

(a) Ilycrts IB; = IC) u TpeyroibHUK ABC HepaBHOOepeHHBIH. UeMy paBeH yroa A?

(6) OO6s3aTeNbHO JIU TPEYTOJABbHUK PaBHOOEPEHHBIMN, eCt I paBHOYJaIeHa OT CepefiiH
CcTOpoH AB 1 AC?

(B) Ilyctb £CCyB; = 30°. lokaxuTe, 4To JIN60 LA = 60°, 1160 £B = 120°.

TTo mpssMOMY IIIOCCE CO CKOPOCTHIO 90 KM/4 efieT MalnnHa. Heziajieko OT 11occe CTOUT Ta-
paJLIeIbHBIN eMy 25-MeTpOBBIH 3260p. KaXKayro CeKyHAYy ITacCa)KUp MAIIWHBI U3Mepsi-
€T yToJ1, IIOZ, KOTOPBIM BHIeH 3a60p. [IoKa)XUTe, YTO CyMMa BCeX U3MEPEHHBIX UM YIJIOB
MeHblIe 180°.

Ha croponax AB u AC BbiOpaHbl Touku C; U B; cOOTBETCTBEHHO Tak, uro BC; = CB;.
Otpesku BB, u CC; nepecekarorcs B Touke P. Okasanock, yto £BAC = «B,PC. Ha oT-
pe3ke PC, Hauwiace Takas Touka X, uto 2PX = PB; + PC;. [lokaxure, 4To £BPC = 90°.

source:geometry/equal-triangles-g7M. tex



% $date$groups:
%   g7Mr1: 2022-12-08 p1
%   g7Mr2: 2022-12-08 p3

\worksheet{Перекладывание треугольников}

% $authors:
% - Алексей Вадимович Доледенок
% # Елена Анатольевна Лычагина

\begin{problems}

\item
В~четырёхугольнике $ABCD$ внешний угол при вершине~$A$ равен углу $BCD$,
а~$AD = CD$.
Докажите, что $BD$~--- биссектриса угла $ABC$.

\item
Пусть $M$~--- середина стороны~$BC$ треугольника $ABC$.
На~лучах $AB$ и~$AC$ взяты точки $X$ и~$Y$ соответственно таким образом, что
$AX = AY$ и~точка~$M$ лежит на~отрезке~$XY$.
Докажите, что $BX = CY$.

\item
Точки $E$ и~$F$ лежат на~сторонах $AB$ и~$BC$ ромба $ABCD$
(ромб~--- это параллелограмм с~равными сторонами), причём $BE = CF$.
Известно, что треугольник $DEF$~--- равносторонний.
Найдите угол $BAD$.

\item
Через точку~$Y$ на~стороне~$AB$ равностороннего треугольника $ABC$ проведена
прямая, пересекающая сторону~$BC$ в~точке~$Z$, а~продолжение стороны~$CA$
за~точку~$A$~--- в~точке~$X$.
Известно, что $XY = YZ$ и~$AY = BZ$.
Докажите, что прямые $XZ$ и~$BC$ перпендикулярны.
% легче ромба, тут одно очевидное перекладывание, а там целых два и ещё найти
% надо

\item
Точки $X$ и~$Y$ на~стороне~$BC$ равностороннего треугольника $ABC$ таковы, что
$BX = XY = YC$.
Точка~$M$ на~стороне~$AC$ выбрана так, что $AM = BX$.
Докажите, что $\angle AXM + \angle AYM = 30^\circ$.

\item
В~треугольнике $ABC$ биссектрисы $BB_1$ и~$CC_1$ пересекаются в~точке~$I$.
\\
\subproblem
Пусть $IB_1 = IC_1$ и~треугольник $ABC$ неравнобедренный.
Чему равен угол~$A$?
\\
\subproblem
Обязательно~ли треугольник равнобедренный, если $I$ равноудалена от~середин
сторон $AB$ и~$AC$?
\\
\subproblem
Пусть $\angle CC_1B_1 = 30^\circ$.
Докажите, что либо $\angle A = 60^\circ$, либо $\angle B = 120^\circ$.

\item
По~прямому шоссе со~скоростью $90~\text{км/ч}$ едет машина.
Недалеко от~шоссе стоит параллельный ему $25$-метровый забор.
Каждую секунду пассажир машины измеряет угол, под которым виден забор.
Докажите, что сумма всех измеренных им углов меньше $180^\circ$.

\item
На~сторонах $AB$ и~$AC$ выбраны точки $C_1$ и~$B_1$ соответственно так, что
$BC_1 = CB_1$.
Отрезки $BB_1$ и~$CC_1$ пересекаются в~точке~$P$.
Оказалось, что $\angle BAC = \angle B_1PC$.
На~отрезке~$PC_1$ нашлась такая точка~$X$, что $2 PX = PB_1 + PC_1$.
Докажите, что $\angle BPC = 90^\circ$.

% \item
% Пусть~$O$~--- точка пересечения диагоналей $CE$ и~$AD$ выпуклого
% пятиугольника $ABCDE$.
% Известно, что $AB = DE$, $BC = AD = CE / 2$
% и~$\angle ADE = \angle BAC + \angle BCA$.
% Докажите, что $AO = OE$.

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] Anekceii Bagumouy JoneneHok
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 7M1 9 dekabps 2022 2., napa 3

3aKTIOYUTEILHBIN pa3H000ii (reoMeTpus)

1. B uersipéxyrospHuke ABCD yribl A u C paBHBL. BrccekTpuca yria B niepecekaer Ipsi-
My10 AD B Touke P. IlepneHANKYIAp K BP, IpOXOAAIINI depe3 TOUKy A, mepecekaer Mpsi-
mytro BC B Touke Q. [lJokaxxure, 4yTo npamele PQ u CD mnapajijiebHBbl.

2. [laH npsIMOYTOJIbHBIN TpeyroJbHUK ABC, Touka K — cepefjiHa ero runioreHy3sl AB. Ha xa-
TeTax AC 1 BC BpIOMpPaIOTCS TOUKU M U N COOTBETCTBEHHO TakK, uTo yroj MKN — mps-
Moii. JIokakuTe, 4To U3 0Tpe3koB AM, BN u MN MOXHO COCTaBUTb ITPSIMOYTOJIbHBIH Tpe-
YTOJIbHUK.

3. B BeIIyKJIOM YeTblpéxyrosbHuke ABCD #«B = 2C = 120°, a BC + CD = AB. Jlokaxxure,
4yrto AC = AD.

4. Bcecroponsl situyrosibHUKa ABCDE paBHbI. KpoMe Toro, BepHO cooTHOLeHne ZBCD =
2«#DBE. Haiijnute yroa BCD.

source:geometry/mixture-g7M-2-final. tex



% $date$groups:
%   g7Mr1: 2022-12-09 p3
%   g7Mr2: 2022-12-09 p2

\worksheet{Заключительный разнобой (геометрия)}

% $authors:
% - Алексей Вадимович Доледенок
% # Елена Анатольевна Лычагина

\begin{problems}

\item
В~четырёхугольнике $ABCD$ углы $A$ и~$C$ равны.
Биссектриса угла~$B$ пересекает прямую~$AD$ в~точке~$P$.
Перпендикуляр к~$BP$, проходящий через точку~$A$, пересекает прямую~$BC$
в~точке~$Q$.
Докажите, что прямые $PQ$ и~$CD$ параллельны.

\item
Дан прямоугольный треугольник $ABC$, точка~$K$~--- середина его
гипотенузы~$AB$.
На~катетах $AC$ и~$BC$ выбираются точки $M$ и~$N$ соответственно так, что
угол $MKN$~--- прямой.
Докажите, что из~отрезков $AM$, $BN$ и~$MN$ можно составить прямоугольный
треугольник.

\item
В~выпуклом четырёхугольнике $ABCD$ $\angle B = \angle C = 120^\circ$,
а~$BC + CD = AB$.
Докажите, что $AC = AD$.

\item
Все стороны пятиугольника $ABCDE$ равны.
Кроме того, верно соотношение $\angle BCD = 2 \angle DBE$.
Найдите угол $BCD$.

\end{problems}





[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] B. B.)Xypasnesa, B. [l. Tpewés
[1-24 dexabps 2022 2.] rpynna: /M1 1 dekabps 2022 2., napa 1

JepeBbs

Ompegesnenue. CBs3HBIN rpad 6e3 IIUKIIOB Ha3bIBAETCS depeso.

Ompegesnerue. YacTb rpada, coeprkaliasi Bce ero BepIIMHbI U SBJISIOASCS [ePeBOM, Ha3bl-
BaeTCsI 0CHMOBHOE 0epeso.

CaoiicTBo 1. B s11060M CBSI3HOM rpade MOXKHO BBIIEJIUTH OCTOBHOE JIePEBO.

CaoiicTBo 2. IIycTb B iepeBe eCThb XOTs OBl ZiB€ BepUIMHEI. TOIy|a B HEM €CTb XOTs ObI /IBe BUCS-
4rie BepIINHEI.

CBo¥icTBO 3. B iepeBe Ha n BepIIMHAX POBHO h — 1 pe6Gpo.

1. B paepese uMeetrcd 200 BepIIUH cTenieHU 5, 100 BepLIMH CTEIIeHU 3, a OCTaJIbHbIE — BUCH-
yye. CKOJIBKO BUCAYUX BEPIUIVH B 3TOM fiepeBe?

2.  Mexzy JII00bIMH AByMSI COCEJHUMU KJIETKAMU [IaXMAaTHOM JJOCKU JIEKUT crruka. Kakoe
HavMeHbIIIee YHCIIO CITMYeK MOXKHO yOpaTh, YTOOBI JIaibs MOIJIA ITOIIACTh 38 HECKOIBKO
XOJIOB U3 JIF000I1 KJIETKU B JIFOOYIO IPYTYIO, HE ITIEPECKAKUBAs Yepe3 CITUYKU?

3. Cucrema CTaHHI/Iﬁ METPO YCTPOE€HA TaAKUM o6pa30M, 4TO U3 Ka)K].'[Oﬁ CTaHIIUU B KOKAYIO
MOXXHO IIPpOE€XAaThb. ,[[OKB.)KI/ITS, YTO OAHY U3 CTaHHI/Iﬁ MOXXHO 3aKpPBITh TaK, YTO 3TO CBO-
CTBO COXPaHUTCH.

4. Bcrpase poBHO 100 roposioB ¥ 199 1ByCTOPOHHUX aBUATUHUI. 113 JIF0G0T0 ropozia MOYKHO
J00paThCst CaMOJIETAMH J10 JI06O0TO APYroro. JJOKaKUTe, YTO HAaHAETCS 3aMKHYThIN MapIiI-
PYT, IIpY 3aKPBITUM BCEX aBUATTMHHUI KOTOPOT'O U3 JIF0OOT0 IOpo/ia MO-IIPEeKHEMY MOYXKHO
6yzeT o6paThCs A0 JIF060TO IPyroro.

5. CymecTByeT Jid I'pad), iBa OCTOBHBIX ZiepeBa KOTOPOTo He UMEIOT 001X pébep?

6. B cBs13HOM rpade ecTh BepllIMHA CTelIeH! K. [JoKa)KUTe, IYTO B 3TOM I'pade MOXKHO Bbfe-
JIUTB N BEePIIUH TaK, YTOOB! P yAAJISHUH JII000r0 Habopa U3 3TUX BepUINH, rpad ocra-
BaJICs CBA3HBIM.

7. B crpane 2022 ropof0B, HEKOTOpbIE U3 KOTOPBIX COEAVHEHBI aBUAJIMHUAMU. V3BECTHO,
YTO OT KQXKAOT0 I'Opofia MOXKHO JI0JIETeTh [0 JIF0O0r0o APyroro (BO3MOXKHO, C ITepecazika-
MH). [TOKQKHUTE, YTO MOYKHO ITOGBIBATH BO BCEX rOPO/IaX, COBEPIIUB He Gostee 4040 mepe-
JIETOB.

8. Brpade Ha 101 BepurHe pebpa MOKpaciId B 3 1jBeTa. OKa3aaoch, YTO MOCJIE BBIOPACHI-
BaHUs pebep JII0060ro 1IBeTa OCTaeTCsl CBS3ZHBIN rpad. Kakoe MUHUMAaTbHOE KOJTMYECTBO
pe6ep MoIIo GbITh B M3HAYAIBHOM Tpade?

source:combinatorics/graph/tree-g7M/1.tex



% $date$groups:
%   g7Mr1: 2022-12-01 p1
%   g7Mr2: 2022-12-01 p2

\worksheet{Деревья}

% $authors:
% - Виктория Владимировна Журавлева
% - Виктор Дмитриевич Трещёв

\claim{Определение}
Связный граф без циклов называется \emph{дерево.}

\claim{Определение}
Часть графа, содержащая все его вершины и~являющаяся деревом, называется
\emph{остовное дерево.}

\claim{Свойство 1}
В~любом связном графе можно выделить остовное дерево.

\claim{Свойство 2}
Пусть в~дереве есть хотя~бы две вершины.
Тогда в~нем есть хотя~бы две висячие вершины.

\claim{Свойство 3}
В~дереве на~$n$~вершинах ровно $n - 1$ ребро.

\begin{problems}

\item
В~дереве имеется $200$ вершин степени~$5$, $100$ вершин степени~$3$,
а~остальные~--- висячие.
Сколько висячих вершин в~этом дереве?
% Сириус 2020

\item
Между любыми двумя соседними клетками шахматной доски лежит спичка.
Какое наименьшее число спичек можно убрать, чтобы ладья могла попасть
за~несколько ходов из~любой клетки в~любую другую, не~перескакивая через
спички?
% Сириус 2020

\item
Система станций метро устроена таким образом, что из~каждой станции в~каждую
можно проехать.
Докажите, что одну из~станций можно закрыть
так, что это свойство сохранится.
% Сириус 2020

\item
В~стране ровно $100$ городов и~$199$ двусторонних авиалиний.
Из~любого города можно добраться самолётами до~любого другого.
Докажите, что найдётся замкнутый маршрут, при закрытии всех авиалиний которого
из~любого города по-прежнему можно будет добраться до~любого другого.
% Сириус 2020

\item
Существует~ли граф, два остовных дерева которого не~имеют общих рёбер?
% Сириус 2020

\item
В~связном графе есть вершина степени~$n$.
Докажите, что в~этом графе можно выделить $n$~вершин так, чтобы при удалении
любого набора из~этих вершин, граф оставался связным.
% Сириус 2020

\item
В~стране $2022$ городов, некоторые из~которых соединены авиалиниями.
Известно, что от~каждого города можно долететь до~любого другого
(возможно, с~пересадками).
Докажите, что можно побывать во~всех городах, совершив не~более
$4040$ перелётов.
% https://problems.ru/view_problem_details_new.php?id=30794

\item
В~графе на~$101$ вершине ребра покрасили в~$3$~цвета.
Оказалось, что после выбрасывания ребер любого цвета остается связный граф.
Какое минимальное количество ребер могло быть в~изначальном графе?
% Сириус 2019

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] B. B.)Xypasnesa, B. [l. Tpewés
[1-24 dexabps 2022 2.] rpynna: /M1 1 dekabps 2022 2., napa 1

HepeBbs. Jlo6aBKa

1.

JloKa)XuTe, YTO 7151 JI'o6oro Habopa yucen 0 < d; < d, < ... < d, Takoro, uro d; + ... +
d,, = 2n — 2, HaiijieTcs JiepeBo, I7ie CTeNeH! BepUINH OyayT dy, ... , d;,.

A eZIMHCTBEHHO JIY /IePeBO U3 IIpeAbIAyLIei 3a1aun?

B crpane 101 asponopT. Ka)x/joe BO3MOYKHOE HallpaBJieHre 00CTy)>KHUBaeTCsi pPOBHO OfIHOM
aBraKoMITaHuell (B 06e CTOpOHBI cpasy). U3BeCTHO, YTO HU O/[HA aBUAKOMITAHUS HE MO-
JKET OPraHU30BaTh KPYroBOE TYPHE, B KOTOPOM I'OPOZIOB GOJIBIIE IBYyX U TOPOAA HE TIOBTO-
psitorcs. KakoBo HaMeHblIlee BO3MOXKHOE KOJIMYeCTBO aBUAKOMIIAHUI?

B rpade ecTh OCTOBHOE JIEPEBO C M BUCSYNMH BEPIIMHAMH U OCTOBHOE JIEPEBO C 1 BU-
CYMMU BepUIMHAMU. JIOKa)XUTe, UTO JJIs1 BCSIKOTO k Takoro, yto m < k < n, Haiijercs
OCTOBHOE JIEPEBO C k BUCTYUMU BEPUIMHAMH.

source:combinatorics/graph/tree-g7M/2.tex



% $date$groups:
%   g7Mr1: 2022-12-01 p1
%   g7Mr2: 2022-12-01 p2

\worksheet{Деревья. Добавка}

% $authors:
% - Виктория Владимировна Журавлева
% - Виктор Дмитриевич Трещёв

\begin{problems}

\item
Докажите, что для любого набора чисел
$0 < d_{1} \leq d_{2} \leq \ldots \leq d_{n}$ такого, что
$d_{1} + \ldots + d_{n} = 2 n - 2$, найдется дерево, где степени вершин
будут $d_{1}, \ldots, d_{n}$.
% кружок фтл

\item
А~единственно~ли дерево из~предыдущей задачи?
% кружок фтл

\item
В~стране $101$ аэропорт.
Каждое возможное направление обслуживается ровно одной авиакомпанией
(в~обе стороны сразу).
Известно, что ни~одна авиакомпания не~может организовать круговое турне,
в~котором городов больше двух и~города не~повторяются.
Каково наименьшее возможное количество авиакомпаний?
% ммб

\item
В~графе есть остовное дерево с~$m$ висячими вершинами и~остовное дерево
с~$n$ висячими вершинами.
Докажите, что для всякого~$k$ такого, что $m < k < n$, найдется остовное
дерево с~$k$ висячими вершинами.
% кружок фтл

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] B. B.)Xypasnesa, B. [l. Tpewés
[1-24 dexabps 2022 2.] rpynna: /M1 2 dekabps 2022 2., napa 2

ITopBemmBaHMeE 32 BEPIINHY

1.

10.

B I1BeTOYHOM ropo/ie Hauauach SMHUieMus BeTpssHKY. CHavasia BeTPsIHKOM 3a60J1eJ1 OfjuH
KOpOTHIMIKA. Korma KOpoThIIIKa 3[0pOB, OH MOCELIAET 3a IeHb BCeX CBOMX GOJIBHBIX APY-
3eii. KopoTsIika, KOTophIii 3a60sieBaeT BeTPSIHKOI, 60JIeeT pOBHO OJJH JIeHb 1 BeChb JIeHb
JISXUT I0Ma, & Ha CJIeYIOINI IeHb Y HeTo IOsIBJISIeTCS UMMYHUTET POBHO Ha OJIMH JIeHb.
BeTpsiHKa OYeHb 3apa3Ha, I0TOMY IIPHU IOCELIeHUH JI000r0 G0JIBHOI0 KOPOTHIIIKA 3a-
6oJIeBaeT, €CJIM Y HEro HeT UMMYHUTETA. JIOKa)KUTe, YTO STTUAEMHUS BETPSHKH PaHO WJIH
TIO3/THO OCTAHOBHUTCS.

B rpade 2022 BepiInHbL, TPUIEM CTETIEHDb KK 0U He MeHee TPEX. IOKaXuTe, uTo B rpade
€CTh IIUKJI JIJIMHBI He OoJiee 20.

JlaH CBSI3HBIH rpad. JOKaKUTE, YTO Ha KAXK/IOM OTPE3KE MOYKHO ITOCTABUTH CHHIOKO U Kpac-
HYIO CTPEJIKU B TPOTUBOIIOJIOKHBIX HATIPABJIEHUSIX TaK, UTOOBI U3 JIF000#1 BEPIIIMHBI B JIIO-
OyI0 APYTYI0 MOXKHO GBUIO IIPOMTU TAKUM ITyTEM, HA KOTOPOM IIBET CTPEJIKU MEHSIETCS
He 60Jiee OZJHOTO pa3a.

B rpacde cTereHu Bcex BepIIMH PaBHBI 3 U MEXJY JIOOBIMU JBYMs BEpUIMHAMHU CYIIle-
CTBYET ITyTh JJTUHOI He 6oJiee 2. Kakoe HanboJIblee YUCIO0 BEPIIUH MOXKET ObITh B 3TOM

rpace?

B cTpaHe n ropozioB, MeXy HEKOTOPBIMU €CThb ZOPOTy. FI3BECTHO, YTO U3 KaXKJOI'0 ropo-
Jla MOXXHO TIOITACTh B KAXK/BIN, TPUYEM U3 KKJIOTO TOPO/ja BEIXOAUT He Gosiee d OpOr.
JOKa)XuTe, YTO BCIO CTPaHy MOXKHO pa3/ie/IUTh Ha /IBa PErMOHA TaK, YTO B KaXK/IOM peru-
OHE MOXKHO OyZieT U3 JTF060Tr0 ropo/ia MoTacTh B JTF060I M pa3Mep KaKJ0ro peruoHa GyJer

HE MEHbIIIe [n; 1J.

B kpy>xke y4arcs 53 yueHHKa. MI3BeCTHO, UTO eCJIM TPOe KPY>KKOBI[EB IIOIIAPHO HE3HAKO-
MBI JIpYT C ZIPYyIOM, TO KaKHe-TO /IBOe M3 HUX NMEIOT B Kpy’>KKe 001[ero 3HakoMoro. Jloka-
JKUTE, 4TO KTO-TO U3 yYEHUKOB UMeeT B KPY>KKe XOTsI ObI 6 3HAKOMBIX.

B xoMmaHuu 90 yesloBeK, KaK/blil 3HAKOM He MeHee YeM C JIeCSThIO JPYTUMHU. JIoKaKU-
Te, 4TO JIF000H 13 HUX MOXKET HalTH TPEX Jpyrux (He 006s13aTeIbHO Apy3eil) Tak, YTOObI
BHYTPH 3TOH YeTBEPKU Y KAXK/IOT0 GBLIO He GoJlee OHOTO He3HAKOMOTO.

JaH cBa3HbIH rpad ¢ 1000 BeprinHaMU. JIOKaXKUTe, YTO MOXKHO BBIKMHYTh YacThb pedep
TaK, YTOOBI Y BCEX OCTABIIHXCS BEPIINH OblIa ObI HEUETHAS CTEIIEHb.

B crpaHe 2022 ropoga. HexoTopble U3 HUX COeJMHEHBI JOPOTaMH TaK, YTO MEXJY JIIO-
6bIMU /IByMsI TOPOZIAMU €CTh eJUHCTBEHHBII IIyTh, IIPUYEM OH IIPOXOJUT He GoJiee ueM
10 BOCbMHU JioporaM. I'opof;, Ha3bIBaeTCsl 3aX0TyCTHBIM, €CIM U3 HETO BBIXOAUT He Gosiee
BOCBMU ZIOpOT. JIOKa)XUTe, YTO B CTpaHe Haii/leTcsl FOpOA, COeAMHEHHBII 0poraMu Kak
MUHHMMYM C BOCEMBIO 3aX0JIyCTHBIMU.

B A€PEBE BCE€ BEPIINHBI ObLIN 3aHYMEpPOBaHbI YNC/IaMU OT 1 1o n. HyMepaumo IIOMECHSI-
JIN, HO OKa3aJIOCh, YTO €CJIM BEPIINHBI iu ] CMEXXHBI, TO OHU U paHbIIIe OBLTH CMEXXHBI.



Jloka)xuTe, 4YTO HaiijieTcsl MO0 BeplIMHA HOMep KOTOPOi He U3MeHHJIcs, 160 pebpo,
y KOTOPOT0 Ha60p HOMEPOB KOHIIOB OCTAJICSI TAKHUM JKe.

source:combinatorics/graph/breath-first-g7M.tex



% $date$groups:
%   g7Mr1: 2022-12-02 p2
%   g7Mr2: 2022-12-02 p3

\worksheet{Подвешивание за~вершину}

% $authors:
% - Виктория Владимировна Журавлева
% - Виктор Дмитриевич Трещёв

\begin{problems}

\item
В~Цветочном городе началась эпидемия ветрянки.
Сначала ветрянкой заболел один коротышка.
Когда коротышка здоров, он посещает за~день всех своих больных друзей.
Коротышка, который заболевает ветрянкой, болеет ровно один день и~весь день
лежит дома, а~на~следующий день у~него появляется иммунитет ровно на~один
день.
Ветрянка очень заразна, поэтому при посещении любого больного коротышка
заболевает, если у~него нет иммунитета.
Докажите, что эпидемия ветрянки рано или поздно остановится.
% Сириус 2019

\item
В~графе $2022$ вершины, причём степень каждой не~менее трёх.
Докажите, что в~графе есть цикл длины не~более~$20$.
% Сириус 2020

\item
Дан связный граф.
Докажите, что на~каждом отрезке можно поставить синюю и~красную стрелки
в~противоположных направлениях так, чтобы из~любой вершины в~любую другую
можно было пройти таким путём, на~котором цвет стрелки меняется не~более
одного раза.
% Сириус 2020

\item
В~графе степени всех вершин равны~$3$ и~между любыми двумя вершинами существует
путь длиной не~более~$2$.
Какое наибольшее число вершин может быть в~этом графе?
% баян про Петерсена, Сириус 2020

\item
В~стране $n$~городов, между некоторыми есть дороги.
Известно, что из~каждого города можно попасть в~каждый, причем из~каждого
города выходит не~более $d$~дорог.
Докажите, что всю страну можно разделить на~два региона так, что в~каждом
регионе можно будет из~любого города попасть в~любой и~размер каждого региона
будет не~меньше $\bigl\lfloor \tfrac{n - 1}{d} \bigr\rfloor$.
% кружок фтл

\item
В~кружке учатся $53$~ученика.
Известно, что если трое кружковцев попарно незнакомы друг с~другом,
то какие-то двое из~них имеют в~кружке общего знакомого.
Докажите, что кто-то из~учеников имеет в~кружке хотя~бы 6 знакомых.
% Предложил Доледенок

\item
В~компании $90$~человек, каждый знаком не~менее чем с~десятью другими.
Докажите, что любой из~них может найти трёх других (не~обязательно друзей)
так, чтобы внутри этой четвёрки у~каждого было не~более одного незнакомого.
% Сириус 2020

% \item
% В~стране $1993$ города, и~из~каждого выходит не~менее $93$~дорог.
% Известно, что из~каждого города можно проехать по~дорогам в~любой другой.
% Докажите, что это можно сделать не~более, чем с~$62$~пересадками.
% (Дорога соединяет между собой два города.)
% % https://www.problems.ru/view_problem_details_new.php?id=109536

\item
Дан связный граф с~$1000$ вершинами.
Докажите, что можно выкинуть часть рёбер так, чтобы у~всех оставшихся вершин
была~бы нечётная степень.
% Сириус 2020, ЛМШЛ2Ш 2022

% \item
% В~стране $2000$ городов, и~в~каждом живёт по~королю.
% Города соединены дорогами так, что из~любого города в~любой можно проехать
% по~этим дорогам.
% Докажите, что короли могут совершить переезд, проехав по~одной или двум
% дорогам каждый так, чтобы после переезда каждый король оказался в~другом
% городе и~в~каждом городе находилось по~королю.
% % Сириус 2020, ЛМШЛ2Ш 2022

\item
В~стране $2022$ города.
Некоторые из~них соединены дорогами так, что между любыми двумя городами есть
единственный путь, причём он проходит не~более чем по~восьми дорогам.
Город называется захолустным, если из~него выходит не~более восьми дорог.
Докажите, что в~стране найдется город, соединенный дорогами как минимум
с~восемью захолустными.
% Сириус 2020

% \item
% Диаметром дерева назовём максимальное из~расстояний между вершинами.
% Докажите, что любые два пути, реализующие диаметр дерева, всегда имеют общую
% вершину.
% % Сириус 2021

\item
В~дереве все вершины были занумерованы числами от~$1$ до~$n$.
Нумерацию поменяли, но оказалось, что если вершины $i$ и~$j$ смежны, то они
и~раньше были смежны.
Докажите, что найдется либо вершина номер которой не~изменился, либо ребро,
у~которого набор номеров концов остался таким~же.
% вариант предыдущей; кружок фтл

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] B. B.)Xypasnesa, B. [l. Tpewés
[1-24 dexabps 2022 2.] rpynna: /M1 4 dekabps 2022 2., napa 2

JIByzosbHBIE rpadbl

Omnpeaesnenne. 'pad HazbiBaeTCst 08Y00AbHbIM, ECJIU €TI0 BEPIINHBI MOXKHO ITOKPACUTH B [IBa
IL[BETa TAK, YTO KAXK/0e Pe6PO CoeUHSIET BEPIIMHBI PA3HOTO IIBETA.

1.

10.

JoxaxxuTe, 4To rpad ABIAeTCA ABYLOIbHBIM TOIZa U TOJIBKO TOIZA, KOTZA BCE ITMKJIBI
B HEM MMEIOT YETHYIO JVINHY.

MaHo 2022 HaTypaJbHBIX YUCIa. JJOKaXKUTe, 4YTO UX MOXKHO IIOKPACUTH B [iBa 1|BeTa TaK,
YTOGBI OTHOLIEHME JIFOOBIX IBYX OJHOIIBETHBIX UKCeJI He SIBJISJIOCH ObI IIPOCTHIM YHCJIOM.

Ha nuiockocry gane! 2077 Touek. [IBoe 10 oYepesu COEAUHAIOT 3TU TOUYKU OTpe3KaMHu,
IIPUYEM OZIVH U TOT K€ OTPE30K HeJIb3s IIPOBOLUTH ABAX/BL. [IpourpeiBaer TOT, I1OCIe
X0Jja KOTOPOT'o BIIepBble 06pa3yeTcsl 3aMKHYTasl JIOMaHasl C HEYETHBIM YHCJIOM 3BEHBEB.
Kro BeIMIpaeT npu npaBUIbLHOU Urpe?

10 sro6uTesteii kepupa 06pa30BaIV KOMITAHUIO JIJISI COBMECTHOTO BPEMSITTPOBOYK/IEHHUSI.
B koMITaHNU Beeryia He MeHee 3 YestoBeK. Ka)k/blil Beuep B KOMITAHUIO J0GABISETCS OJJUH
YyeJIoBeK, JIN00 U3 Hee NCKJII0YAeTCs OJJUH YesloBeK. MoXKHO Ju GyzieT repe6paTh Bee J10-
ITyCTUMBbIE COCTABbI KOMITAHU POBHO I10 OJHOMY pa3zy?

B xoMmanuu u3 100 yes0BeK y KaKJ0ro poBHO 3 fipyra. IIpy KakoM HauMeHbIleM kK MOX-
HO YTBEP)KAATh, YTO CPEAM JIFOOBIX k M3 HUX 00513aTeIbHO HANAETCS mapa Jpy3eit?

B CBSI3HOM /IBYZI0JIbHOM Tpade CTeIIeH! BCeX BEPLIMH paBHbI k > 1. JIOKa)XXUTE, YTO IIpU
yIaJIeHUH JII000r0 pe6pa rpad Mno-rmpexHeMy OCTaHETCs CBI3HbIM.

Bans 3amucai B K&XKJ0U BeplIrHe CBA3HOTO rpada uncio. [Torom mpumén JIgna, 3amnm-
caJl Ha KaX/IoM pebpe CyMMy YMces B BepIIMHAX 3TOro pedpa u cTép unciaa Banu. [list
Kakux rpagoB Bukropus BiagyuMupoBHa rapaHTUPOBAHHO CMOXKET BOCCTAHOBUTD UHC-
J1a, HanMcaHHbIe BaHeii?

Ha maxMaTHOH ZJOCKe CTOSIT JiB€ OfMHAKOBBIX (DHIUIKU. 32 OfUH XOJ, MOXXHO CABHUHYTD
OfiHy 13 (hHIIeK Ha coceiHee I10JIe II0 BEPTUKAIN MJIM FOPU30HTAIN. Tak XO4U/IH, TI0Ka
He IIPOIILJIX Yepe3 Bce BO3MOXKHbIE MMO3UIIUH. [IOKKUTE, YTO KaKasi-TO IO3UIIUS BCTPETU-
JIach He MEHee JIByX pas.

Ha sticTe KyeT4aToii GyMarv OTMeUeHO HEKOTOPOe KOHEYHOE MHOXKECTBO M Y3JI0B CETKHU.
Bceerza i MOXKHO IIOKPACUTh HEKOTOPBIE TOYKU MHOXKECTBA M B KPACHBII I[BET, & OCTAJIb-
Hble — B CUHUI TaK, YTOOBI Ha KaX/I0i INHUY CETKU KOJIMUeCTBO KPACHBIX 1 CUHUX y3-
JIOB OTJIMYAJIOCh He 0oJiee, ueM Ha 1?

JaHn Gesblit kBagpar 10 X 10. 3a X0/, MOXKHO BBIOpATh 4 GeJible KJIETKH Ha IepeceuyeHuu
JIBYyX CTPOK U IBYX CTOJIOIIOB U OZJHY U3 HUX ITOKpacuTh. Kakoe HanGosIblee KOJIUYECTBO
KJIETOK MOXXHO IIOKPAaCUTh?

source:combinatorics/graph/bipartite-g7M.tex



% $date$groups:
%   g7Mr1: 2022-12-04 p2
%   g7Mr2: 2022-12-04 p1

\worksheet{Двудольные графы}

% $authors:
% - Виктория Владимировна Журавлева
% - Виктор Дмитриевич Трещёв

\claim{Определение}
Граф называется \emph{двудольным,} если его вершины можно покрасить в~два
цвета так, что каждое ребро соединяет вершины разного цвета.

\begin{problems}

\item
Докажите, что граф является двудольным тогда и~только тогда, когда все циклы
в~нём имеют чётную длину.
% Сириус 2020

\item
Дано $2022$ натуральных числа.
Докажите, что их можно покрасить в~два цвета так, чтобы отношение любых двух
одноцветных чисел не~являлось~бы простым числом.
% ЦПМ 2020, 9-2

% \item
% В~некоторой группе людей у~каждого есть один враг и~один друг.
% Докажите, что этих людей можно разбить на~две компании так, что в~каждой
% компании не~будет ни~врагов, ни~друзей.
% % Сириус 2020

\item
На~плоскости даны $2077$ точек.
Двое по~очереди соединяют эти точки отрезками, причём один и~тот~же отрезок
нельзя проводить дважды.
Проигрывает тот, после хода которого впервые образуется замкнутая ломаная
с~нечётным числом звеньев.
Кто выиграет при правильной игре?
% Сириус 2020

\item
$10$ любителей кефира образовали компанию для совместного времяпровождения.
В~компании всегда не~менее $3$~человек.
Каждый вечер в~компанию добавляется один человек, либо из~нее исключается один
человек.
Можно~ли будет перебрать все допустимые составы компаний ровно по~одному разу?
% Кировская ЛМШ 2014

\item
В~компании из~$100$ человек у~каждого ровно $3$~друга.
При каком наименьшем~$k$ можно утверждать, что среди любых~$k$ из~них
обязательно найдётся пара друзей?
% Сириус 2020

\item
В~связном двудольном графе степени всех вершин равны $k > 1$.
Докажите, что при удалении любого ребра граф по-прежнему останется связным.
% Сириус 2020

\item
Ваня записал в~каждой вершине связного графа число.
Потом пришёл Лёша, записал на~каждом ребре сумму чисел в~вершинах этого ребра
и~стёр числа Вани.
Для каких графов Виктория Владимировна гарантированно сможет восстановить
числа, написанные Ваней?
% Сириус 2020

\item
На~шахматной доске стоят две одинаковых фишки.
За~один ход можно сдвинуть одну из~фишек на~соседнее поле по~вертикали или
горизонтали.
Так ходили, пока не~прошли через все возможные позиции.
Докажите, что какая-то позиция встретилась не~менее двух раз.
% ЦПМ 2020, 9-2

\item
На~листе клетчатой бумаги отмечено некоторое конечное множество~$M$ узлов
сетки.
Всегда~ли можно покрасить некоторые точки множества~$M$ в~красный цвет,
а~остальные~--- в~синий так, чтобы на~каждой линии сетки количество красных
и~синих узлов отличалось не~более, чем на~$1$?
% Сириус 2020

\item
Дан белый квадрат $10 \times 10$.
За~ход можно выбрать $4$ белые клетки на~пересечении двух строк и~двух столбцов
и~одну из~них покрасить.
Какое наибольшее количество клеток можно покрасить?
% Сириус 2020

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] B. B.)Xypasnesa, B. [l. Tpewés
[1-24 dexabps 2022 2.] rpynna: /M1 5 dekabps 2022 2., napa 1

I'padbl monHTEpECHEE

1.

JaHo fiepeBo. Ha30BEM cmenenbio nposuHUAAbHOCMU BEPILIMHBI PACCTOsIHHE JI0 Han6o-
Jiee ynas€HHO OT He€ BepIIMHbBI. Ha30BEM BepIINHY CHMOAUUHOLL, €CTT Y BCEX OCTAIbHbIX
BEPILIUH CTeTIeHb IPOBUHIIMAJILHOCTU He MeHbIIIe. MOXKET JIU B IepeBe ObITh POBHO 3 CTO-
JIMYHBIX BePUINHBI?

aH cBs3HBIHN rpad Ha 2009 BeprrHaX. [JOKaKUTe, YTO B HEM MOXKHO BBIJEIUTD 2008 pe-
6ep M pacCTaBUTh HA HUX CTPEJIKU TaK, YTOOBI JJIs1 JIFOOBIX ABYX BEPILUH, COeJUHEHHBIX
pe6poM B UCXOHOM r'pade, U3 OAHOIM U3 HUX B JIPYTYI0 MOXKHO OBLIO TIPOMTH IO CTpEJI-
KaM.

Brpade G crenieHb Ka)X/[0¥ BepIIMHBI HE TPeBOCXOAUT 2022. [loKaXuTe, 4To pedpa rpada
MO)XHO ITOKPacUTh B 11 I[BETOB TakK, 4To rpadbl, 00pa30BaHHbIE pe6paMU KaXK/[0To 1IBeTa,
JIBYZl0JIbHBIE.

JlaHO HaTypaJIbHOE YMCJI0 1 > 2. PACCMOTPUM Bce MOKPACKU KJIETOK ZIOCKU 1 X 1 B K 11Be-
TOB TaKHe, YTO KaXK/[asl KJIETKA ITOKpallleHa POBHO B OJ[UH LIBET, U BCe k 11BETOB BCTpeya-
10TCs1. [Ipy KaKOM HauMEHBIIEM K B JIFO00I TaKOM IIOKpacKe HalIyTCsl YeThIpe OKpalIeH-
HBIX B YeThIPe Pa3HBIX [IBETA KJIETKH, PACIIOJIOXKEHHEBIE B IEpeCeYeHHH JIBYX CTPOK U IBYX
CTOJIOII0B?

source:combinatorics/graph/mixture-g7M-advanced. tex



% $date$groups:
%   g7Mr1: 2022-12-05 p1
%   g7Mr2: 2022-12-05 p2

\worksheet{Графы поинтереснее}

% $authors:
% - Виктория Владимировна Журавлева
% - Виктор Дмитриевич Трещёв

\begin{problems}

\item
Дано дерево.
Назовём \emph{степенью провинциальности} вершины расстояние до~наиболее
удалённой от~неё вершины.
Назовём вершину \emph{столичной,} если у~всех остальных вершин степень
провинциальности не~меньше.
Может~ли в~дереве быть ровно $3$ столичных вершины?

\item
Дан связный граф на~$2009$ вершинах.
Докажите, что в~нем можно выделить $2008$ ребер и~расставить на~них стрелки
так, чтобы для любых двух вершин, соединенных ребром в~исходном графе,
из~одной из~них в~другую можно было пройти по~стрелкам.
% поиск в глубину, DFS

\item
В~графе~$G$ степень каждой вершины не~превосходит $2022$.
Докажите, что ребра графа можно покрасить в~$11$~цветов так, что графы,
образованные ребрами каждого цвета, двудольные.
% https://artofproblemsolving.com/community/c6h1570704p9643692

\item
Дано натуральное число $n > 2$.
Рассмотрим все покраски клеток доски $n \times n$ в~$k$~цветов такие, что
каждая клетка покрашена ровно в~один цвет, и~все $k$~цветов встречаются.
При каком наименьшем~$k$ в~любой такой покраске найдутся четыре окрашенных
в~четыре разных цвета клетки, расположенные в~пересечении двух строк и~двух
столбцов?
% регион 2015, 10.8

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] B. B.)Xypasnesa, B. [l. Tpewés

[1-24 dexabps 2022 2.] rpynna: /M1 7 dekabps1 2022 2., napa 2
Nupykusa
1. Ha rIocKoCTH HapUCOBAHO HECKOJIBKO OKPY)KHOCTEH TaK, YTO JIFOObIE IBE OKPYKHOCTU

IepeceKaloTCsl B ABYX TOUKAX. JIOKaXKHUTE, UTO 3Ty KAPTUHKY MOXKHO 00BECTU KapaHZa-
IIIOM «OJJHM POCUEPKOM», He ITPOXOZSI IT0 OFHOI [IyTe /IBa pa3a U He OTPhIBasI KapaHaIa
oT 6yMar, ¥ Ipy 3TOM BEPHYThCS B HAUAJTbHYIO TOYKY.

Ha kJreT4aToii IJIOCKOCTH PACCTaBUJIM HECKOJIBKO JIa/ieid. JIOKaKUTe, 9To JIaZiell MOXKHO
PaCKpacUTh B TPU I[BETA TAKKM 06Pa30M, UTOOBI JIAbU OTHOTO I[BETa He OUJIU IPYT APyTa.
[Be J1aziby OBIOT JPYT APYTa, €CJIU OHU CTOSAT B OJHOM DSy ¥ MEXIYy HUMU HET APYTHX
JIajiei.

JToKa)KUTe, UTO YUCJIO, 3aITUChIBaeMOoe 9" eMHUIIAMU, AeJTUTCS Ha 9",

B TEHHUCHOM TypHHUpPE KaXK/IbIi yYACTHUK CBITPaJl C KQXK/IbIM I10 IAPTUU. [JOKKUTE, UTO
YYaCTHHUKOB MOXKHO 3aHYMEPOBaTh TaK, YTO KXKBIM BBIUTPAJ Y HEIIOCPEACTBEHHO Ce-
JIYIOIIIero 3a HUM.

B yemnimoHare 1o ¢yT60J1y y4acTBYIOT 64 KOMaH/[bl. [IOKQYKUTE, YTO YEMITMOHAT MOYXKHO
IIPOBECTH 32 63 JIHS TaK, YTOOBI KOK/Jasl KOMaH/a ChIrpajia C KOKI0NU 1 YTOObI HUKAKOH
KOMaH/Ie He IIPUIIJIOCh UT'PaTh IBE UT'PHI 34 [i€Hb.

Y BunHU-ITyxa 651710 15 rOPIIOYKOB C Pa3JIMYHBIMU COpTaMu Mezia. CerofiHsl yTpoM OH
PEIINII ITOAKPEIIUTBCS U CheJI BEChb MEJ, M3 OJJHOTO TOPIIOYKA. [IOKaXKUTE, YTO, UCIIOJIb3YS
IIyCTO ropuroyek, BUuHHU-IIyX MOXKeT cMelllaTh BeCh OCTaBILNCSA Me| TaK, UTO B KOXKJOM
TOpLIOYKE II0JIyYUTCS OAUHAKOBAA CMECh.

Joxaxure, 4To cyliecTByeT 100-3HaYHOE YUCJIO, AeJIdleecd Ha 2100

Y4YaCTBYIOT TOJIbKO LIMGPHI 1 U 2.

, B 3allMCH KOTOPOTO

U3 unces oT 1 1o 2n BeIGpaHO 1 + 1 yucio. JIoKaXUTe, 4TO Cpefy BIOPAHHBIX UHCET
HalAyTCs 1Ba, OHO U3 KOTOPBIX AEJIUTCS Ha JpyToe.

2m-3HaYHOE YNCJIO HA30BEM POBHLIM, €CJIU €T0 YETHBIE Pa3psbl COEPIKAT CTOIBKO XKe
9ETHBIX I[P, CKOJIBKO ¥ HEeUETHBIE. [JOKXKUTe, YTO B JIF060M (2m + 1)-3HAYHOM 4YHCIIe
MO>XHO BBIYEPKHYTb OFHY U3 IIU(]p Tak, 4TOOBI MOJy4eHHOe 2m-3HauHOe YUCJIO OBLIO
POBHBIM.

source:combinatorics/induction-g7M/1. tex



% $date$groups:
%   g7Mr1: 2022-12-07 p2
%   g7Mr2: 2022-12-07 p3

\worksheet{Индукция}

% $authors:
% - Виктория Владимировна Журавлева
% - Виктор Дмитриевич Трещёв

\begin{problems}

\item
На~плоскости нарисовано несколько окружностей так, что любые две окружности
пересекаются в~двух точках.
Докажите, что эту картинку можно обвести карандашом <<одним росчерком>>,
не~проходя по~одной дуге два раза и~не~отрывая карандаша от~бумаги, и~при этом
вернуться в~начальную точку.
% Сириус 2021

\item
На~клетчатой плоскости расставили несколько ладей.
Докажите, что ладей можно раскрасить в~три цвета таким образом, чтобы ладьи
одного цвета не~били друг друга.
Две ладьи бьют друг друга, если они стоят в~одном ряду и~между ними нет других
ладей.
% Сириус 2021

\item
Докажите, что число, записываемое $9^{n}$ единицами, делится на~$9^{n}$.
% Сириус 2020

\item
В~теннисном турнире каждый участник сыграл с~каждым по~партии.
Докажите, что участников можно занумеровать так, что каждый выиграл
у~непосредственно следующего за~ним.
% Сириус 2020

\item
В~чемпионате по~футболу участвуют $64$~команды.
Докажите, что чемпионат можно провести за~$63$~дня так, чтобы каждая команда
сыграла с~каждой и~чтобы никакой команде не~пришлось играть две игры за~день.
% Сириус 2021

\item
У~Винни-Пуха было $15$~горшочков с~различными сортами меда.
Сегодня утром он решил подкрепиться и~съел весь мед из~одного горшочка.
Докажите, что, используя пустой горшочек, Винни-Пух может смешать весь
оставшийся мед так, что в~каждом горшочке получится одинаковая смесь.
% Сириус 2020

\item
Докажите, что существует $100$-значное число, делящееся на~$2^{100}$, в~записи
которого участвуют только цифры $1$ и~$2$.
% Сириус 2020

\item
Из~чисел от~$1$ до~$2 n$ выбрано $n + 1$ число.
Докажите, что среди выбранных чисел найдутся два, одно из~которых делится
на~другое.
% Сириус 2020

\item
$2 m$-значное число назовём \emph{ровным,} если его чётные разряды содержат
столько~же чётных цифр, сколько и~нечётные.
Докажите, что в~любом $(2m + 1)$-значном числе можно вычеркнуть одну из~цифр
так, чтобы полученное $2 m$-значное число было ровным.
% Сириус 2020

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] B. B.)Xypasnesa, B. [l. Tpewés
[1-24 dexabps 2022 2.] rpynna: /M1 7 dekabps1 2022 2., napa 2

Nuaaykuud. fo6aBka

1. Buxrop /IMATpHEBUY OTIIPABUJICA B ITyTeliecTBUe B Kazaxcran. OH pelnI mpoexaTh Ha Ma-
LIMHE II0 3aMKHYTOH Tpacce, MPOXOAAIIel 10 IMyCThIHE. BIOJIb Tpacchl pacloJIOXKEeHbI
1 6€H30KO0JIOHOK, B KOXK/JJ0/ 13 KOTOPBIX €CTh HEKOTOPOE KOJIMUeCTBO 6€H3UHA. 13BECTHO,
YTO CyMMAapHOT'O KOJIN4YecTBa 6eH31Ha B 6€H30KO0JI0HKAX XBaTUT Ha TO, YTOOBI IIPOEXaTh
IIOJIHBII KpPYT. JIOKa)XKUTe, UTO HaiileTcs Takasi 6eH30KO0JIOHKA, YTO, Ha4aB II0€3/Ky OKOJIO
Hee U 3aIIpaBJisgach M0 IMyTH, BUKTOp JIMUTpUEBUY CMOXXET IIPOEXaTh MOJIHBII KPyT.

2. B 2022 xopo6Kax, CTOALIUX B Psifi, ISKUT CyMMapHO 202200 opexoB. 3a OJjHy OIlepaliiio
MO>KHO II€PEJIOXKUTD CKOJIBKO YTOZHO OPEX0B U3 JIF00011 KOPOOKYU B COCEIHION0. JIOKaXKUTE,
4yTO 3a 2022 TaKuX OIlepalyii MOXKHO C/ieJIaTh TaK, 4YTO BO BCeX KOPOOKax opexoB OyzeT
ITIOPOBHY.

3. BunpsamoyrospHuKe 100X 100 B3HaYaIbHO 3aKpalleHo 99 KIeTOK. 3a OfHY OIlepaliuIo pas-
pemaercst BbIOpATh psaf (CTPOKY WIIH cToJ16el]), B KOTOPOM 3aKpalleHo He MeHee 10 Kiie-
TOK, U 3aKPacUTb BCe KJIETKH 3TOrO psfia. JJOKaXUTe, YTO BeCh IMPSIMOYTOJbHUK C IIOMO-
IIBI0 THUX OIIEPAIUU 3aKPACUTD HE BBIHM/IET.

4. Ha IIOCKOCTHU JIaHBI 1 TIPSIMBIX OOLIET0 IMOJIOKEHUsT (HUKAKUE JBe HE TTapaJliesIbHbI, HU-
KaKuve TPU He TIPOXOJST Yepes OfIHY TOUKY). JIOKaKUTeE, UTO CyILIeCTBYeT n-3BeHHas Heca-
MoIlepeceKarolascs JoMaHas, IMeIoIas 110 OJHOMY 3B€HY Ha KaXKJ0U ITPSIMOA.

source:combinatorics/induction-g7M/2.tex



% $date$groups:
%   g7Mr1: 2022-12-07 p2
%   g7Mr2: 2022-12-07 p3

\worksheet{Индукция. Добавка}

% $authors:
% - Виктория Владимировна Журавлева
% - Виктор Дмитриевич Трещёв

\begin{problems}

\item
Виктор Дмитриевич отправился в~путешествие в~Казахстан.
Он решил проехать на~машине по~замкнутой трассе, проходящей по~пустыне.
Вдоль трассы расположены $n$~бензоколонок, в~каждой из~которых есть некоторое
количество бензина.
Известно, что суммарного количества бензина в~бензоколонках хватит на~то,
чтобы проехать полный круг.
Докажите, что найдется такая бензоколонка, что, начав поездку около нее
и~заправляясь по~пути, Виктор Дмитриевич сможет проехать полный круг.
% не баян, а классика

\item
В~$2022$ коробках, стоящих в~ряд, лежит суммарно $202200$ орехов.
За~одну операцию можно переложить сколько угодно орехов из~любой коробки
в~соседнюю.
Докажите, что за~$2022$ таких операций можно сделать так, что во~всех коробках
орехов будет поровну.
% Сириус 2020

\item
В~прямоугольнике $100 \times 100$ изначально закрашено $99$~клеток.
За~одну операцию разрешается выбрать ряд (строку или столбец), в~котором
закрашено не~менее $10$~клеток, и~закрасить все клетки этого ряда.
Докажите, что весь прямоугольник с~помощью этих операций закрасить не~выйдет.
% Сириус 2021

\item
На~плоскости даны $n$~прямых общего положения
(никакие две не~параллельны, никакие три не~проходят через одну точку).
Докажите, что существует $n$-звенная несамопересекающаяся ломаная, имеющая
по~одному звену на~каждой прямой.
% какой-то всеросс

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] B. B.)Xypasnesa, B. [l. Tpewés

[1-24 dexabps 2022 2.] rpynna: /M1 8 dekabps 2022 2., napa 3
IIponeccel
1. BaGopaTopuu COLMAIBHOIO PABEHCTBA PaGoTaeT 15 COTPYAHUKOB. KaXk/AbIil U3 HUX MO-

JIydaeT 3apIUIaTy, paBHYIO 11eJIOMY KOJIMUEeCTBY py6uiei. 3aBeAyomnii JabopaTopreil Kax-
JpI Mecs1] IOoBbIIIaeT Ha 1 py6sib 3apIuiaTy 13 U3 HUX [10 CBoeMy ycMOTpeHuto. Cmo-
YKeT JI OH KOTZja-HUGY/b yPaBHATH BCe 3apIyIaThl?

B JIpeBHeii ['peiy n ropofioB, B KOXKAOM JKUBeT 110 (rutocody. Kaxxaplit dpunocod mpu-
AyMaJl CBOIO (hUIOCO(CKYIO UJIEI0 U XOUueT MOAeNUThCs el ¢ OCTaIbHBIMU. 13 KaXKA0ro
ropoZia MOXKHO ITOCBLIATh IIMCBMO B JIFOOOH IpYTOii rOpof; B MUChbMe 4eJIOBEK MOXKET 13-
JIOXUTb BCE U3BECTHBIE eMy HJien. Kakoe MUMHMMaJIbHOE YMCJIO ITHCEM IIOTpe6yeTCs, UTo-
65l Bce pUI0co(dbI y3HATH BCe UJIen?

Ha n3Havya/JbHO IyCTOI IoCKe MOXKHO HaIlMCaTh /iBe €AUHMUIIBL, JIUO0 CTEpeTh /iBa yxKe
HMEIOIMXCS OAVHAKOBBIX YUCJIA 1 U HAIIUCATh Ynciia h+k 1 n—k Tak, uto n—k > 0. Kakoe
MMHHMaJIbHOE KOJIMYeCTBO TaKUX Ollepaluii oTpebyeTcs, YTOObI II0TyIUTh YMCI0 10247

Ha okpy»XHOCTU UMEIOTCSI CHHUE U KpacHble TOUKU. Pa3pernraercs 06aBUTh KPaCHYIO
TOYKY U IIOMEHSTBH IIBETA €€ Coce/ield, a TaKKe yOpaTh KPaCHYI0 TOYKY U MI3MEHUTH I[BETA
e€ GBIBIIMX cocezieil. MeHee ByX TOYEK OCTABJIATh He paspenraercs. [IycTh M3HAYAIBHO
Ha OKpPY>KHOCTH ObLIO /IB€ KpacHbIe TOYKU. MOYKHO JIY ITOCJIe HECKOJIBKUX TaKUX OIlepa-
LU IIOJIyYUTh IBE CUHUE TOYKU?

Ha 1mpoBoJIoKy, UMEIOIIYI0 (GOPMY OKPYIKHOCTH, HACAKEHO HECKOIBKO CTATBHBIX IAPU-
KOB OZITHAKOBOTO pa3Mepa. B HEKOTOPBI MOMEHT MIAPUKH HAYMHAIOT IBUTATHCS C OfIU-
HaKOBBIMU CKOPOCTSIMU, HO HEKOTOPbIE — TI0 YaCOBOM CTpPEJIKe, & HEKOTOPbIe — IIPOTHUB.
CTaJIKUBAsICh, IMAPUKHU PA3JIETAIOTCS C TEMH YK€ CKOPOCTSIMHU B TIPOTHUBOIIOJIOXKHBIE CTO-
POHBIL. JIOKa)KHTE, YTO Yepe3 HEKOTOPOE BPEMST PACIIOJIOKEHHUE IIIAPUKOB Ha OKPYXKHOCTU
COBITAJIET C UCXOMHBIM, ECJIH:
(a) wapuKy Hepa3IUYMMBI,
(6) Bce LIAPUKU pa3IUYHBI.

Ha gocke HanmmcaHO HaTypaJbHOE 4K CJI0. Kaxyro MUHYTY JIeHa BIMCBIBAET IUTFOCHI MEX-
Jly HEKOTOPBIMH ero I paMU U 3alI1ChIBaeT HOBOE YHCJIO, paBHOE ITOJIyYeHHOH CyMMe,
a crapoe 4yucJio crupaet. Yepes yac JIeHe HaZ0 Ha KPY>KOK. YCIIEeT JIM OHA ITOJIyYUTh OfI-
HO3HA4YHOE YUCJI0?

Cepejxa IIpuILIesI JOMO U IOHSLI, 4TO He IIOMHUT KOJ{ OT 3aMKa B IIofibe3zie. Ho oH 3Haer,
YTO KOJ, — TIOCJIEOBATEJIbHOCTD YeThIpex Iudp, Kaxaas oT 0 0 9. 3aMOK OTKPOETCS,
KaK TOJIbKO HaGpaH MpaBUJIbHBIN KO/, HEBXXHO, Kakue U@ psl Ceperxa HaXKUMaJ Iepes
9TUM. CKOJIbKO U p IpujeTcs BBecTH Cepexe Iiepe]] TeM KaK FapaHTHPOBAHHO II0IIACTh
JIoMOi1?

source:combinatorics/process-g7M. tex



% $date$groups:
%   g7Mr1: 2022-12-08 p3
%   g7Mr2: 2022-12-08 p2

\worksheet{Процессы}

% $authors:
% - Виктория Владимировна Журавлева
% - Виктор Дмитриевич Трещёв

\begin{problems}

\item
В~лаборатории социального равенства работает $15$~сотрудников.
Каждый из~них получает зарплату, равную целому количеству рублей.
Заведующий лабораторией каждый месяц повышает на~$1$~рубль зарплату $13$ из~них
по~своему усмотрению.
Сможет~ли он когда-нибудь уравнять все зарплаты?
% ммб

\item
В~Древней Греции $n$~городов, в~каждом живет по~философу.
Каждый философ придумал свою философскую идею и~хочет поделиться ей
с~остальными.
Из~каждого города можно посылать письмо в~любой другой город;
в~письме человек может изложить все известные ему идеи.
Какое минимальное число писем потребуется, чтобы все философы узнали все идеи?
% 2 n - 2
% ммб

\item
На~изначально пустой доске можно написать две единицы, либо стереть два уже
имеющихся одинаковых  числа $n$ и~написать числа $n + k$ и~$n - k$ так, что
$n - k \geq 0$.
Какое минимальное количество таких операций потребуется, чтобы получить
число $1024$?
% 512 + 1023 = 1535
% ммб

\item
На~окружности имеются синие и~красные точки.
Разрешается добавить красную точку и~поменять цвета её соседей, а~также убрать
красную точку и~изменить цвета её бывших соседей.
Менее двух точек оставлять не~разрешается.
Пусть изначально на~окружности было две красные точки.
Можно~ли после нескольких таких операций получить две синие точки?
% https://problems.ru/view_problem_details_new.php?id=97760

\item
На~проволоку, имеющую форму окружности, насажено несколько стальных шариков
одинакового размера.
В~некоторый момент шарики начинают двигаться с~одинаковыми скоростями, но
некоторые~--- по~часовой стрелке, а~некоторые~--- против.
Сталкиваясь, шарики разлетаются с~теми~же скоростями в~противоположные
стороны.
Докажите, что через некоторое время расположение шариков на~окружности
совпадет с~исходным, если:
\\
\subproblem шарики неразличимы;
\\
\subproblem все шарики различны.
% Сириус 2020

\item
На~доске написано натуральное число.
Каждую минуту Лена вписывает плюсы между некоторыми его цифрами и~записывает
новое число, равное полученной сумме, а~старое число стирает.
Через час Лене надо на~кружок.
Успеет~ли она получить однозначное число?
% https://mmo.mccme.ru//2010/solutions.pdf

\item
Сережа пришел домой и~понял, что не~помнит код от~замка в~подъезде.
Но он знает, что код~--- последовательность четырех цифр, каждая
от~$0$ до~$9$.
Замок откроется, как только набран правильный код, неважно, какие цифры Сережа
нажимал перед этим.
Сколько цифр придется ввести Сереже перед тем как гарантированно попасть
домой?

\end{problems}
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[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] M. C. Benbaues, C. K. Cononos
[1-24 dekabps 2022 2.] rpynna: /M2 1 Oekabps 2022 2., napa 3

CpaBHeHUs 110 MOZAYJIIO

OmnpepneseHue. Llesple yncaa a U b cpagHUMbL N0 MOOYAIO M, €CITH BBIIIOTHEHO OJHO U3 CJIe-
JYIOIMX SKBUBAJIEHTHBIX YCJIOBUIM:

10.

¢ OHU MMEKT OAWHAKOBbBIC OCTaTKHU IIpU ACJIEHUU Ha m,;
¢ HX Pa3HOCTb JCJINUTCA Ha m.

JoKa)xuTe CJe/lyrolie CBocTBa CpaBHEHUH 110 MOJIYJIIO:

(a) ectua=b (mod m)uc=d (mod m),Toa+c=b=+d (mod m);

(6) ecnua = b (mod m) u k — uesoe uucio, To ak = bk (mod m);

(B) eciia=b (mod m)uc=d (mod m), 10 ac = bd (mod m);

(r) ectma = b (mod m), To @ = b" (mod m) mpu JOOOM HATYPAJIEHOM 1;
(x) ecau ka = kb (mod m) u HOJI(k,m) = 1,toa = b (mod m).

Haiigure ocTaToK OT AeIeHUS
(a) 4791 Ha 46 u 48; (6) 2019 - 2020 - 2021 - 2022 Ha 2023;
(B) 47'° na 31; (r) 92022 + 132022 ya 11.

Jenurcs v
(a) 9 4+2324+30'ua7; (6) 5°+467° Ha6l;

(B) 1100 42100 43100 4+ 4202210 4a 2023; (r) 51!+ ‘22 Ha 103?

Y uncia 2023292 Hanwm cymmy nugp. V pesysbTaTa ONSaTh HAULIA CyMMY OGP U T. 1.,
IOKa He ToJIyJrsiack nudpa. Yro ato 3a rudpa?

d)po;[o MEPEMHOXHNJI THICAYY IIE€PBLIX IMPOCTBIX YHCEJI, a 3aT€M TO JIN YBEJIUYIUJI, TO JIU
YMEHBIINJI ITOJIyY€HHOE Y1 CJIO Ha 1. Mor i1 CDpO[[O IIOJIyYUTb TOYHBIHA KBaﬁ[paT?

Cyl1ecTByeT JiM CTelleHb ABOWMKH, U3 KOTOPOil ITepecTaHOBKOH ITU(MP MOXKHO ITOTyIUTh
Ipyryto crerneHs aABoitku? (Ludpy 0 cTaBUTH Ha IIEPBOE MECTO HEJIb3s1.)

100 99 3 2
MOoXKHO 1 CPeAy YMCEN =, 5, ... s 55> 55> Tog BPIOPATh ILSITh, IPOU3BE/ICHUE KOTOPBIX

1
1727’ 98%99° 100
paBHO efUHMILIE?

Ha frocke 3amucaHo ymcsio 2021. 3a offHy OIlepanuio pa3peniaeTcs B JII000e MeCTO YUCIa
BCTaBUTb /IB€ OJMIHAKOBbIe ITM(Pbl. MOXKHO JIU B pe3y/ibTaTe HECKOJIbKUX TaKHX OIlepa-
Ui IOJyIUTh YMCIIO, KpaTHOe 5837

Yucnaay, ay, ... , @, AAIOT BCe OCTATKU IIPU AieJieHUH Ha n. Yuciaa by, b,, ... , b, Taioke garor
BCE OCTATKU MPU AeJeHUH Ha K. [I[py KaKUX 7 MOXKET MOJYYUTHCS TaK, UTO YHCIa a; +
by,a, + b,, ..., a, + b, KaroT Bce OCTaTKU IIPU JieJIeHUU Ha h?

MoxxHO s pa36uTh ymucaa 1,2,3,...,100 Ha TpU TPYIIIEI TaK, YTOOBI B IIEPBOI IpyIIe
CyMMa yuces Jieauaack Ha 102, Bo BTopoit — Ha 203, a B TpeTbell — Ha 3047

source:algebra/number-theory/modular-arithmetic-g7M/1.tex



[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] M. C. Benbaues, C. K. Cononos
[1-24 dekabps 2022 2.] rpynna: /M2 2 0ekabps 2022 2., napa 1

CpaBHeHUs 110 MOAY/II0 — 2

1.
2.

ITpy KaK¥X HAaTYpaJIbHBIX 1 9uciio 20" + 16" — 3" — 1 nenutces Ha 3237

ITesible ynCIa X M Y TAKOBBI, 4TO 5X+8y fa€T ocTaTok 1 npu flesieHnu Ha 13. Kakoii ocraTok
NIpU ieJIEHUU Ha 13 1aéT ynciio x — y?

HatypasibHble uricaa a ¥ b TakoBsl, UT0 N = (84a + 17b)(17a + 84b) : 101. [lokaxurTe,
qyro N : 10201.

Pemmyte B HaTYpasjbHBIX YHCJIAX ypaBHeHUe 2* + 7Y = 197,

Joxaxute, yTo (3" — 1) — 4 ¢ 3" — 4 19 11060T0 HATYPATIBHOTI'O A.

JIJIs1 HaTypaJIbHBIX YUCEJI S U 11 IOKKUTE, uTO 5273 + (s —1)" : 52 — s+ 1.
HafizuTe Bce HaTypaJbHbIe YUCIA M, a, b Takue, uto m! = 2% + 2b,

HarypasibHble YKC/Ia X U Y, 60JIbIIKE 1, TAKOBBI, UTO YMCJI0 X2 +y? —1 neures Ha x+y—1.
JJOKa>KHTe, 4TO YMCTIO X + Y — 1 cCOCTaBHOE.
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% $date$groups:
%   g7Mr2: 2022-12-02 p1

\worksheet{Сравнения по~модулю~--- 2}

% $authors:
% - Иван Сергеевич Бельдиев
% - Сергей Константинович Солопов

\begin{problems}

\item
При каких натуральных~$n$ число $20^{n} + 16^{n} - 3^{n} - 1$ делится на~$323$?

\item
Целые числа $x$ и~$y$ таковы, что $5 x + 8 y$ даёт остаток~$1$
при делении на~$13$.
Какой остаток при делении на~$13$ даёт число $x - y$?

\item
Натуральные числа $a$ и~$b$ таковы, что
$N = (84 a + 17b) (17 a + 84 b) \kratno 101$.
Докажите, что $N \kratno 10201$.

\item
Решите в~натуральных числах уравнение $2^{x} + 7^{y} = 19^{z}$.

\item
Докажите, что $(3^{n} - 1)^{n} - 4 \kratno 3^{n} - 4$
для любого натурального~$n$.

\item
Для натуральных чисел $s$ и~$n$ докажите, что
$s^{2n+3} + (s - 1)^{n} \kratno s^{2} - s + 1$.

\item
Найдите все натуральные числа $m$, $a$, $b$ такие, что $m! = 2^{a} + 2^{b}$.

\item
Натуральные числа $x$ и~$y$, большие~$1$, таковы, что число $x^2 + y^2-1$
делится на~$x + y - 1$.
Докажите, что число $x + y - 1$ составное.

\end{problems}





[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] M. C. Benbaues, C. K. Cononos
[1-24 dekabps 2022 2.] rpynna: /M2 3 Oekabps 2022 2., napa 1

CpaBHeHUs 110 MoAyJTi0. Jlo6aBKa
1. HOCJIeZ[OBaTeJ'II)HOCTI: YKCeJI 3aaHa CIIeAyIIM O6p330MZ
ay=0a; =1, Qpyp =0k agyqp +1
IIPY BCeX HATYypaJIbHBIX k. JIOKa)KWTeE, YTO IIPU BCeX HATYPaJIbHBIX 1 > 7 YUCJIO A, — 3
SABJISIETCA COCTaBHBIM.

2. TIpu kaxux nessix k uncio a® + b® + ¢ — kabce genurcst Ha a + b + ¢ TP TI06BIX LEJBIX
a, b, c c HeHyneBoil cymMMoii?

3. HarypanbHble yncaa a u b, 6ospiine 1, TAKOBbI, YTO ab + 1 — cTeneHs JjBoiku. YeTHA
YUTV HEUETHA CTeTIeHb BXOXKJEHSI IBOUKY B pa3jioyKeHue uncyia ab—a+b—1 Ha mpocTsie
MHOXXUTEINU?
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% $date$groups:
%   g7Mr2: 2022-12-03 p1

\worksheet{Сравнения по~модулю. Добавка}

% $authors:
% - Иван Сергеевич Бельдиев
% - Сергей Константинович Солопов

\begin{problems}

\item
Последовательность чисел задана следующим образом:
\[
    a_{1} = a_{2} = 1
,\quad
    a_{k+2} = a_{k} \cdot a_{k+1} + 1
\]
при всех натуральных~$k$.
Докажите, что при всех натуральных $n \geq 7$ число $a_{n} - 3$ является
составным.

\item
При каких целых~$k$ число $a^3 + b^3 + c^3 - k a b c$ делится на~$a + b + c$
при любых целых $a$, $b$, $c$ с~ненулевой суммой?

\item
Натуральные числа $a$ и~$b$, большие~$1$, таковы, что
$a b + 1$~--- степень двойки.
Чётна или нечётна степень вхождения двойки в~разложение числа $a b - a + b - 1$
на~простые множители?

\end{problems}





[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] M. C. Benbaues, C. K. Cononos
[1-24 dekabps 2022 2.] rpynna: /M2 4 dekabps 2022 2., napa 3

O6paTHbIE€ OCTATKH

1.

(a) [JaHbl B3aMHO IPOCTHIE YUCJIA A U 1. [IOKQKUTE, YTO MHOYKECTBO OCTATKOB YHCEJT
{0-a,1-0,2-a,...,(n—1)-a}
OT /IeJIEHUS Ha N COBIIAZaeT (B HEKOTOPOM IOPSAZKE) C MHOXKECTBOM
{0,1,2,....,n— 1}

BepHO JI11 3TO YTBEp)KIEHMeE JJIsl He B3aMMHO ITPOCTBIX YHCesI a U h?

(6) [JoxaxkuTe, YTO JIJIs1 B3AMMHO IIPOCTBIX YHCEJI M1 U N U JIF0OOTO LI€JIOT0 YKCIa F Haii-
JETCA 1eJIoe X Takoe, uTo mx = r (mod 1), IpuuéM Bce TaKue X CPABHUMBI MEXKAY CO60iT
o Mozysito n. Ecyiu ¥ = 1, TO m ¥ X Ha3bIBAIOT 06PAMHBIMU APYT K APYTY IO MOJYIIIO M.
(B) [laHBI B3aMMHO IIPOCTHIE YHCIA M U M. JIOKAKUTE, YTO CYLECTBYIOT LIeJIble X U Y Ta-
KHe, YTo mx + ny = 1.

JIJ1s1 KaXK0TO HEHYJIEBOT'O OCTATKa 10 MOZYJIIO
(a) 7, (6) 11; (B) 19
HaiiziuTe 06paTHBIH.

Llestoe 9MCIIO @ TAKOBO, UTo a2 = 36 (mod 73) u a® = 59 (mod 73). Haiigure ocTaTok
OT JieJIeHUs a Ha 73.

CKOJIBKO CyIIIecTByeT YeTBEPOK IIesbIX Yuces a, b, ¢, d, Takux uto 1 < a,b,c,d < 10
nad—bc 11?7

(a) Ilyctb p — mpocroe ymciio. Kakre ocTaTKu 0OpaTHBI caMU ceGe 110 MOAYIIo p?
(6) Teopema BribcoHa. [[OKa)XUTE, YTO AJIsI JTEOGOTO MPOCTOTO YUCJIA P BEPHO

(p—1D!'=-1 (mod p).

(B) O6pamHas meopema BuavcoHa. [JOKaXKUTE, YTO €CIIU /IJIST HATYPAJIBHOT'O YHCJIA 1 BbI-
nosHeHo (n — 1)! = —1 (mod 1), To n — MPOCTOE YUCJIO.
(r) Kaxoii ocrarok maér 97! mpu geneHuu Ha 101?

HaTypasibHble 4Kcia m U 1 TAKOBBI, YTO JJI KOKJ0I0 HaTypaJIbHOTO k BEpHO
11k —3,n) = (11k — 3, m).
Joxaxute, yTo m = 115n unu n = 11°m a1 HeKoTOpPOTO S > 0.
JIOKa)KuTe, 9TO €CJIU TIPOCTOE YUCJIO p # 3 SIBJISIETCS Jle/IUTEIEM YUCIA BUAA a2 + 9 Ju1st

HEKOTOPOTO L[eJIOT0 @, TO p SIBJASETCS JleJIUTeIeM YMCaa BUfa ¢ + 1 719 HEKOTOPOro Iie-
JIoTO C.

JaHO p — HEYETHOe IIPOCTOoe YUCIO0. [IJIs KXKAOro HaTypaJIbHOTO YKCIa kK < p IIOCUUTA-
eM aj — KOJIMYECTBO JesuTesielt uncaa kp + 1, 6obiux k 1 MeHbIIUX p. YeMy paBHa
cymMMa

ap+a;+...+ap,?
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% $date$groups:
%   g7Mr2: 2022-12-04 p3

\worksheet{Обратные остатки}

% $authors:
% - Иван Сергеевич Бельдиев
% - Сергей Константинович Солопов

\begin{problems}

\item
\subproblem
Даны взаимно простые числа $a$ и~$n$.
Докажите, что множество остатков чисел
\[ \{ 0 \cdot a, 1 \cdot a, 2 \cdot a, \ldots, (n - 1) \cdot a \} \]
от~деления на~$n$ совпадает (в~некотором порядке) с~множеством
\[ \{ 0, 1, 2, \ldots, n - 1 \} . \]
Верно~ли это утверждение для не~взаимно простых чисел $a$ и~$n$?
\\
\subproblem
Докажите, что для взаимно простых чисел $m$ и~$n$ и~любого целого числа~$r$
найдётся целое~$x$ такое, что $m x \equiv r \pmod{n}$, причём все такие~$x$
сравнимы между собой по~модулю~$n$.
Если $r = 1$, то $m$ и~$x$ называют \emph{обратными} друг к~другу
по~модулю~$n$.
\\
\subproblem
Даны взаимно простые числа $m$ и~$n$.
Докажите, что существуют целые $x$ и~$y$ такие, что $mx + ny = 1$.
% \\
% \subproblem\claim{Линейное представление НОД}
% Докажите, что для любых двух натуральных чисел $m$ и~$n$ и~их наибольшего
% общего делителя $d$ существуют целые $x$ и~$y$ такие, что $mx + ny = d$.
% \\
% \subproblem\claim{Малая теорема Ферма}
% Докажите, что для простого $p$ и~натурального $a$, не~делящегося на~$p$,
% верно $a^{p-1} \equiv 1 \pmod{p}$. 

\item
Для каждого ненулевого остатка по~модулю
\\
\subproblem $7$;%
\quad
\subproblem $11$;%
\quad
\subproblem $19$%
\\
найдите обратный.

\item
Целое число~$a$ таково, что $a^{52} \equiv 36 \pmod{73}$
и~$a^{53} \equiv 59 \pmod {73}$.
Найдите остаток от~деления $a$ на~$73$.
% a = 28 mod 73

\item
Сколько существует четвёрок целых чисел $a$, $b$, $c$, $d$,
таких что $1 \leq a, b, c, d \leq 10$ и~$a d - b c \kratno 11$?

\item
\subproblem
Пусть $p$~--- простое число.
Какие остатки обратны сами себе по~модулю~$p$?
\\
\subproblem\claim{Теорема Вильсона}
Докажите, что для любого простого числа~$p$ верно
\[ (p - 1)! \equiv -1 \pmod{p} . \]
\subproblem\emph{Обратная теорема Вильсона.}
Докажите, что если для натурального числа~$n$ выполнено
$(n - 1)! \equiv -1 \pmod{n}$, то $n$~--- простое число.
\\
\subproblem
Какой остаток даёт $97!$ при делении на~$101$?

% \item
% Числа $a$ и~$b$ взаимно просты.
% Докажите, что в~арифметической прогрессии $a_{n} = (n - 1) a + b$ найдется
% бесконечно много попарно взаимно простых чисел.
% % отправить в листок про НОД

% \item
% \subproblem
% Докажите, что для любого натурального~$n$, не~делящегося на~$7$, существуют
% различные натуральные числа $a$ и~$b$ такие, что
% $7^{a} \equiv 7^{b} \pmod{n}$.
% \\
% \subproblem
% Докажите, что $7$ можно возвести в~такую степень, чтобы среди последних
% $100$ цифр полученного числа было $99$~нулей.
% % находим 3^k, сравнимое с~3^s по~модулю 10^{100}

\item
Натуральные числа $m$ и~$n$ таковы, что для каждого натурального~$k$
верно
\[ (11 k - 3, n) = (11 k - 3, m) . \]
Докажите, что $m = 11^{s} n$ или $n = 11^{s} m$ для некоторого $s \geq 0$.

\item
Докажите, что если простое число $p \neq 3$ является делителем
числа вида $a^2 + 9$ для некоторого целого~$a$, то $p$ является делителем
числа вида $c^2 + 1$ для некоторого целого~$c$.

\item
Дано $p$~--- нечётное простое число.
Для каждого натурального числа $k < p$ посчитаем $a_{k}$~--- количество
делителей числа $k p + 1$, больших~$k$ и~меньших~$p$.
Чему равна сумма
\[ a_{1} + a_{2} + \ldots + a_{p-1} ? \]

% \item
% \subproblem
% Пусть $n$~--- натуральное число, не~делящееся ни~на~$2$, ни~на~$3$.
% Докажите, что существует число вида $4 a^2 + 9 b^2 - 1$, делящееся на~$n$.
% \\
% \subproblem
% Докажите это~же утверждение для произвольного натурального~$n$.

% \item
% Дано нечётное $n > 1$.
% Натуральное число $a$, $1 \leq a \leq n-1$, назовём \emph{хорошим,} если
% каждое из~чисел $a$ и~$a + 1$ взаимно просто с~$n$.
% Докажите, что произведение всех хороших чисел даёт остаток~$1$
% от~деления на~$n$.

\end{problems}





[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] M. C. Benbaues, C. K. Cononos
[1-24 dekabps 2022 2.] rpynna: /M2 5 Oekabps 2022 2., napa 3

To6aBKa 1Mo o6paTHBIM OCTaTKaM. BoJIbCTeHX0JIbM

B 5TOM JINCTOYKE p — IIPOCTOE YKCIIO.
1. IIpeamnonoxum, 4to p > 2. [Ipeo6pasyem cymmy

T4t 4ot —
2737 T p-1

B ZipoGb % JloKa)kuTe, 9TO M JIeJIUTCS Ha P.

2. IIpeAmnosioxum, 4To p > 3. IIpeobpaszyeM CyMMy

B JIpo6b % JoKaXkuTe, YTO M JEIUTCS Ha p.
3. IlpeamosoxuM, uto p > 3. [IpeoGpasyeM cyMMy

T4t 4ot —
2 3 T p-1

B ZipoGb % JToKa>KuTe, 4TO M JIeJIUTCS Ha p>.

4. Teopema BosbcTeHx0bMa. [IOKKUTE, UTO IS JIFOOOTO ITPOCTOTO YHCIA P > 3 BBINOJI-
HSIETCS CPaBHEHUE
P _ 3
Czp =2 (mod p°).
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[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] M. C. Benbaues, C. K. Cononos
[1-24 dekabps 2022 2.] rpynna: /M2 7 0ekabps 2022 2., napa 1

HOJT u HOK

O6o3HaueHue. HO/l u HOK uucen a u b 6ynem o603Havats (a, b) u [a, b] cooTBeTCTBEHHO.

CgoiictBa HO/I 1 HOK:

10.

11.

12.

(a,b) - [a,b] = ab.

o a-(m,n) = (am,an). A ectu (m,n) = d, To (m/d,n/d) = 1.

(a,b) =(a+b,b) = (a*kb,b). Aectu a = r (mod b), 10 (a,b) = (r,b).

Janbl 1000 HATYpaJIbHBIX YKCes. I3BECTHO, YTO JIF0ObIe 999 13 HUX UMEIOT OGIIUIA AesTH-
TeJIb, 60J1bIMi 1. O6s13aTeTbHO J1U Bee 1000 Urices UMEIOT OOIITHH AeTUTE b, 00BN 17

Banst mocuurtan HOK Bcex gucesn ot 1 mo 1000, a JI€ma — Bcex uuncesa oT 501 mo 1000.
Y KOT0 MOJTy4rJIOCh GOJIbIIIE Y BO CKOJIBKO pas?

Haitaure HOJI Bcex 1IeCTU3HAYHBIX YHCEN, COCTaBAEHHBIX U3 mudp 1, 2, 3, 4, 5, 6 6e3
TIOBTOPEHUU.

B kJlacce HEKOTOpPBIE MTAPBI JIFOEi ApyXKaT. [JOKQKUTE, YTO KOKIOMY YeJI0BEKY B 3TOM
KJIACCE MOXKHO ITPUCBOUTH HATYpPAJIbHOE YKCJIO TaK, YTOOBI JIIOGBIE [[BA YHCIIA JApYy3eit
nmesnn HOJI, 6osbiiuii 1, a ro6ble iBa 4KcCiIa He ipy3eid ObUIN B3aMMHO ITPOCTBHI.

JlaHbl HaTypasbHble uncaa a u b. CKoIbKo cpefiy uuced a, 2a, 3aq, ... , ba gensiuxcst Ha b?

JeHuc BpIGpas 10 mocsieoBaTeIbHBIX HaTypabHBIX YHCesI M KaXK/[0e 3aI1rca In6o Kpac-
HBIM, JINO0 CHHUM KapaHzanioM (06a I[BeTa MPUCYTCTBYIOT). MOXKET JIM CyMMa HaMEHb-
1Iero o6IIero KpaTHOTO BCEX KPACHBIX YMCEJ K HAMMEHBIIIETO 001Iero KpaTHOTO BCEX CH-
HUX 4MCeJl OKaHUYMBATHCA Ha 20167

HatypasibHble yuca a ¥ b TakoBbl, 4TO [a, @ + 5] = [b, b + 5]. [lokaxxuTe, 4yTO @ = b.

AHTOH 33JyMaJl YeTbIpe Pa3INIHbIX HATyPaJbHbIX YHCIIA, IS KXKA0H Iapbl U3 HUX OH
Hamén HOZ. ¥ Hero nosyuunaucek mects HOM: 1,2, 3,4, 5ud, rae d > 5. Kakoe HaMeHb-
11ee 3HaUeHVE MOXKET IPUHUMATh YUCII0 d?

B3auMHO MMPOCThIE HATYPAJIbHbBIE YUCIA @ ¥ b TAKOBEIL, YTO @ + b fesuTcest Ha a — b. [Joka-
JKHUTE, UTO XOTs ObI OHO M3 yrcen ab + 1 u 4ab + 1 ABSIETCS TOUHBIM KBaZPaTOM.

HarypasibHble uncia a u b TakoBsl, uto a® — b* = ab?. JlokaxkuTte, 9T0 b ABJISETCS TIPO-
U3BeJieHHeM TPEX I10C/Ie[j0BaTeIbHbIX HaTypalbHbIX YHCEL.

k
Yucna Buza f = 2% + 1 HaswiBaroTcs yuciamu ®epma. Jlokaxure, 9to (f,,, f,) = 1 pu
m#n.

TleTs pa3sioXUI HECKOJIBKO CIIMYeK 110 30 KyukaM. Bacst MoyKeT BbIOPATh JI00bIe kK Kydek
1 106aBUTh B KaXK/AYIO U3 HUX 10 OHO# criiuke. ITpy Kakux k Bacst MoxxeT Ipu JTr060M
HCXOJHOM packiiafie TAKKMU OIlepaljusiMU YPaBHSATh YHMCJIO CIIMYEK BO BCEX KyuKax?
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% $date$groups:
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\worksheet{НОД и~НОК}

% $authors:
% - Иван Сергеевич Бельдиев
% - Сергей Константинович Солопов

\textbf{Обозначение.}
НОД и~НОК чисел $a$ и~$b$ будем обозначать $(a, b)$ и~$[a, b]$ соответственно.

\textbf{Свойства НОД и~НОК:}
\begin{itemize}
\item $(a, b) \cdot [a, b] = a b$.
\item $a \cdot (m, n) = (a m, a n)$.
А~если $(m, n) = d$, то $(m / d, n / d) = 1$.
\item $(a, b) = (a \pm b, b) = (a \pm k b, b)$.
А~если $a \equiv r \pmod{b}$, то $(a, b) = (r, b)$.
\end{itemize}

\begin{problems}

\item
Даны $1000$ натуральных чисел.
Известно, что любые $999$ из~них имеют общий делитель, больший~$1$.
Обязательно~ли все $1000$ чисел имеют общий делитель, больший~$1$?

\item
Ваня посчитал НОК всех чисел от~$1$ до~$1000$,
а~Лёша~--- всех чисел от~$501$ до~$1000$.
У~кого получилось больше и~во~сколько раз?

\item
Найдите НОД всех шестизначных чисел, составленных
из~цифр $1$, $2$, $3$, $4$, $5$, $6$ без повторений.

\item
В~классе некоторые пары людей дружат.
Докажите, что каждому человеку в~этом классе можно присвоить натуральное число
так, чтобы любые два числа друзей имели НОД, больший $1$, а~любые два числа
не~друзей были взаимно просты.

\item
Даны натуральные числа $a$ и~$b$.
Сколько среди чисел $a, 2 a, 3 a, \ldots, b a$ делящихся на~$b$?

\item
Денис выбрал $10$ последовательных натуральных чисел и~каждое записал либо
красным, либо синим карандашом (оба цвета присутствуют).
Может~ли сумма наименьшего общего кратного всех красных чисел и~наименьшего
общего кратного всех синих чисел оканчиваться на~$2016$?

\item
Натуральные числа $a$ и~$b$ таковы, что $[a, a + 5] = [b, b + 5]$.
Докажите, что $a = b$.

\item
Антон задумал четыре различных натуральных числа, для каждой пары из~них
он нашёл НОД.
У~него получились шесть НОД: $1$, $2$, $3$, $4$, $5$ и~$d$, где $d > 5$.
Какое наименьшее значение может принимать число $d$?

\item
Взаимно простые натуральные числа $a$ и~$b$ таковы, что $a + b$ делится
на~$a - b$.
Докажите, что хотя~бы одно из~чисел $a b + 1$ и~$4 a b + 1$ является точным
квадратом.

\item
Натуральные числа $a$ и~$b$ таковы, что $a^3 - b^4 = a b^2$.
Докажите, что $b$ является произведением трёх последовательных натуральных
чисел.

\item
Числа вида $f_{k} = 2^{2^k} + 1$ называются числами Ферма.
Докажите, что $(f_{m}, f_n) = 1$ при $m \neq n$.

\item
Петя разложил несколько спичек по~$30$~кучкам.
Вася может выбрать любые $k$~кучек и~добавить в~каждую из~них по~одной спичке.
При каких~$k$ Вася может при любом исходном раскладе такими операциями
уравнять число спичек во~всех кучках?

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] M. C. Benbaues, C. K. Cononos
[1-24 dekabps 2022 2.] rpynna: /M2 8 Oekabps 2022 2., napa 1

AsropurMm EBxiinza

Kax Hafitu HO/I AByX HaTypasbHbIX yrcea? O603HaYUM OoJIblliee YHCIO Yepes g, a MeHblllee
yepes a,. JlesuM a; Ha a;, C OCTATKOM:

Ao = Q101 + Az, Q3 =Qqx0; + 03, ..., App =(qp10p-1 + Ay, Ap_1 = quay.

Torga (ag, a;) = ay,.

JIuneiinoe nmpeacrasaenre HOJ. [{Jist JTFOGBIX IETBIX YHCEN @ U b HAWyTCs LIeJIble YHCIa X
U y Takue, uto ax + by = (a, b).

1. Haitigure HO/I 1 nunetliHoe npeacTasienue HO/I niig uricen 456 u 654.

13n+8_(6) n2+57

2. Ha Kakue 9nCsIa MOXeET GBITh COKpaTnMa Aipobh (a) — -3 et

3. Haiigure (a) (11! —20,10! —20); (6) 2™ —1,2" —1);
(8) (Ld , Lod ).
M eUHUL] N eUHMUL]
4. BeckoHeuHasi B 06€ CTOPOHBI MTOC/IEN0BATENLHOCTh UMEET MTEPUOIBI M U M. JJOKKUTE,
4yT0 (M, n) — Toxe e€ nepuof. (Yucso [ > 0 Ha3bIBAETCS nepuo0oM TTOCTIEOBATETHPHOCTH
ey A_p,0_1,0g, A1, Ay, ..., ECITA A = Qjy; JJI5 BCEX LIETBIX K.)

5. IlycTh m U n — 1ieJible B3aUMHO ITPOCThIe uncia. Haiiure Han6obIee BO3MOYKHOE 3Ha-
yeHue BeIpakeHus (m + 2022n, n + 2022m).

6. B Kax/10i1 BepIInHe Ky06a HAIMCAaHO Liesioe Yynciao. Ecau uynciaa X ¥y CTOSAT Ha OJHOM
pe6pe, TO YMCII0 X MOXKHO YBEJIMYWUTh WIM YMEHBIINUTh Ha y. Beerga v py IOMOIH
TaKUX ollepalyii MOXKHO CJiesIaTh BCe YHCsIa paBHBIMU?

7. [JaHbBI MONApHO B3aUMHO IIPOCTbIE HATypaJIbHbIE YUCTIA My, My, ... , My. JJOKOKUTE, YTO

(4 o a;
Jr06ast 1pobb BUAA sty -y, IPE/ICTABUMA B BHJIE CyMMbI npo6eii Buja le

8. Joxaxwure, 4To ecy HOJI esbIX YKce dy, ... , 4, paBeH d, TO HAM[yTCs Lesble Xy, ... , X,
Takue, YTo a1 Xy + ... + a,x, = d.

9. Ilo GeCKOHEYHOI LIaXMAaTHOH JJOCKe XOMUT (M, n)-KPOKOJAWJI, KOTOPBIiI MOXKET 32 OUH
XOZl CIBUHYTHCSI HA M KJIETOK MO TOPU30HTATU WM BEPTHKAIU, a 3aTEM — Ha 1 KJie-
TOK B TIEPIEHUKY/IIPHOM HAIpaBJeHUU. [IpU KaKUX HATYPaIbHBIX M U N 3TOT (M, n)-
KPOKO/IMJI CMOXKET TIOTIACTH U3 JTIF0GO0M KJIETKH JOCKU B JIFOGYIO AAPYTIyi0?

10. BuUIbsIpAHBIN CTOJI MIPEJCTABIISIET COGOM MIPSIMOYTOIBHUK N X M C YETHIPbMS JIYHKAMU
B y1ax. Muiiia mycTy/I U3 OTHOTO YIJIa CTOJIA MIAPUK Tof yIyioM 45° K ctopoHaM. Korga
HIAPUK YAAPSETCS 0 GOPTHUK, OH OTPAYKAETCS OT HETO M HAYMHAET JIETETh B MEPIIEHANKY-
JIIPHOM HarpaBjieHuu. CKOJIBKO pa3 MIAPHK YAAPUTCSI O GOPTHK MEPE] TEM, KAK ITOMAET
B JIYHKY, €CJIU U3BECTHO, UTO (M, n) = d?

source:algebra/number-theory/euclid-algorithm-g7M/2. tex



[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] M. C. Benbaues, C. K. Cononos
[1-24 dekabps 2022 2.] rpynna; /M2 10 dekabps 2022 e., napa 3

HO/Il u HOK. /To6aBKa

1. JlaHOo Y€THOE HATYpPaJIbHOE YUCIIO0 . HaliinTe Bce Takuie HATypasibHbIE B3AUMHO IIPOCThIE
yuciua a, b, yto a” + b" menurcs Ha a + b.

2. Moryr i [a,b] u [a + ¢, b + c] 66T paBHSEI (@, b, c — HaTypaJbHBIE YKCIA)?

3. HaiiguTe Bce TPOHKY HaTypaIbHBIX uKce (a, b, ¢) Takux, uto a’ + b3 + ¢ genmres Ha a®b,
b*cu c?a.

source:algebra/number-theory/euclid-algorithm-g7M/gcd-and-lcm-more.tex



[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] Anekceii Bagumouy JoneneHok
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 7M2 1 dexabps 2022 2., napa 1

Bcé, uTo HYy)XHO, Ha KAPTUHKeE

1.

Croponsl AB u CD 4etnIpéxyroibHuka ABCD paBHbl. CepeariHa ero cropoHsl AD pas-
HoyZasieHa oT Touek B u C. Jlokaxxure, 4yTo cepefrHa BC paBHOyjaieHa oT ToueK A u D.

B npsamoyrosibHOM TpeyrosibHuKe ABC 13 BepIIMHBI IIpsAMOro yriia C poBefieHa BbICO-
ta CH. Ha cropone AC BbriGpaHa Touka D Takas, uto ZBAC = «CBD. [lokaxure, uto CH
JIeJIUT II0I10J1aM OTpe30K BD.

Ha cTopoHe AC paBHOCTOpOHHEro TpeyrosbHUKa ABC BbrIOpaHa Touka D. PaccMoTpum
TaKy TOUKy E, 4To TpeyroapHUK ADE paBHOCTOPOHHM. [lokaxkute, uto BD = CE.

Ha cropone CD kBazipata ABCD niocTpoeH MpaBUWIbHBIH TpeyrosbHUK CDN, BepimiriHa N
KOTOPOTO JIKUT BHE KBaJ[paTa, a Ha AuaroHaju AC — IpaBUWIbHBIN TpeyroJbHUK ACM,
BHYTPU KOTODOTO JIEXUT To4Ka D. JlokakuTe, 4TO JJIMHA OTpe3ka MN paBHa CTOpPOHE
KBaJpara.

JlaH BBITYKJIBIH 4eThIpEXYToabHUK ABCD, B KOTOPOM paBHBI yIuibl A U D. CepeiuHHbIE
MepHeHJUKY/IsApbI K oTpe3kaM AB u CD nepecekaroTcs Ha oTpe3ke AD. JIoKaxuTe, 4To
JarOHAJIY YeThIPEXyTOJbHUKA PAaBHBI.

B Tpeyrosbauke ABC nipoBezieHa 6uccekrprca AD. Ha Heit BpiOpaHa Touka E Tax, 4yTo
BD = BE. Ha cropone AC BbiOpaHa Touka F Tak, uto EF || BC. lokaxxute, uro BE = DF.

B tpeyronsHuke ABC npoBesieHa MmeauaHa AD. Touka E — cepeguna AD, F — niepece-
yeHus npsamMoil CE c orpe3koM AB. Okasasock, uto BE = BD = DC. [lokaxxure, 4T0O
AF = FE.

BuyTpu KBagpara ABCD BbIOpaHbl ToukU E 1 F Tak, uyto E je)xut Ha otpe3ke BF u Tpe-
yroabHUKU ABF u EDF paBHbI. Haiiinte yIvibl 3THX TPEYTrOJIbHUKOB.

B C

o Q

F

e, O

A D

Ha cropone AB paBHOGeapeHHOro0 TpeyroabHuka ABC (AB = BC) BeIGpaHa Touka D,
a Ha ctopoHe BC — touka E. Touka F oTMeueHa Tak, 4To oTpe3ku EF u BD niepeceKaroTcs.
Oxka3zasioch, uTo BD = CD = CE = EF, AC = BF. [lokaxure, 4to Touku C, D, F nexar
Ha OJHOI IPSIMOIA.

source:geometry/mixture-g7M-1-no-construction/0.tex

source:geometry/mixture-g7M-1-no-construction/square.asy



[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] Anekceii Bagumouy JoneneHok
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 7M2 2 dekabps 2022 2., napa 2

CummMmeTrpus

1.

ByMa)kHBIN paBHOCTOPOHHUI TPEYTOJIBHUK ITIEPETHYIIH I10 IIPSIMOM TaK, YTO OfIHA U3 Bep-
LIMH I0MaJIa Ha IIPOTHBOIIOJIOKHYIO CTOPOHY TaK, KaK M300pa)keHO Ha JIEBOM PUCYHKE.
JlOKa)KuTe, 4TO YIVIBbI IBYX O€JIBIX TPEYTOJbHHUKOB COOTBETCTBEHHO PaBHBL.

A Q

o p

Ha npopomkenun auaronanu AC kBazpara ABCD 3a Touky C BbIGpaHa TOUKa X TakK, 4To
BX = AC. Haiigute yron AXB.

Ha ctopone BC TpeyronbHuka ABC BblOpasu Touku P u Q Takue, 4T0 BA = BPu CA =
CQ. Touka I — TouKa IepecedeHUs1 OUCCeKTpHUC TpeyronbHUKa ABC. [JoKka)KuTe, 4TO Tpe-
yroJabHUK IPQ paBHOOEPEHHBI.

Buccexrpuce! TpeyronsHuka ABC niepecekarorcs B Touke I, ZABC = 120°. Ha nipogoii-
JKEHUAX CTOPOH AB u CB 3a TOYKy B oTMe4YeHbI TOYKA P U Q COOTBETCTBEHHO TaK, 4TO
AP = CQ = AC. Joxaxure, uyTo yrosa PIQ — mpsMoii.

B tpeyronpauKe ABC ¢ npsMbIM yriioM C 6uccekTpuca AL u BeicoTa CH mepeceKaroTcst
B Touke K. buccekrpuca yrina BCH nepecekaer oTpe3ok BH B Touke M. JIOKaKUTE, YTO
CK = ML.

BHyTpu ocTporo yria ¢ BepiInHOHN B Touke O oTMe4eHbl TOUKU M U N, a Ha CTOPOHAax
yra — To4ku P u Q takue, 4To £LMOP = #«NOQ u Touka O JIeKUT Ha GHUCCeKTprcax
BHEIIHUX YIVIOB IIpU BepmnHax P U Q TpeyroabHUKoB MPN 1 MQN COOTBETCTBEHHO
(TIpaBBIif PUCYHOK). [IOKQXKUTE, YTO JJIMHBI JoMaHbIX MPN 1 MQN paBHEIL.

B paBHOGeipeHHOM TpeyroabHuke ABC (AB = AC) 6uccekTpuca BL nepecekaercs ¢ 6uc-
ceKTpucoii yria A B Touke I. Touka X Ha cropoHe AB BbiOpaHa Tak, uto BX = BC. Ilps-
mas X1 nepecekaet ocHoBaHUe BC B Touke Y. Jlokaxkute, yto BY = CL.

B tpeyronbauke ABC yroi A paseH 60°. Ha siydax BA 1 CA o1ioxeHbl oTpe3sku BX u CY,
paBHbIe cTOpOHEe BC. [loKakuTe, 4TO NpsAMasi XY IPOXOAUT Yepe3 TOUKY IepecedeHUsI
6uccexTpuc TpeyroibHrka ABC.

Sanuncom Ha3pIBAIOT MHOXKECTBO TOUEK Ha IJIOCKOCTH, CyMMa PAcCTOSIHUI OT KOTOPBIX
JI0 IBYX JAHHBIX TOUEK (Ha3bIBAEMBIX €ro (okycamiu) MOCTOSTHHA. [JOKaKUTe, UTO y 371
JIUTICA POBHO JIBE€ OCU CUMMETPUU.

source:geometry/reflection-g7M/0. tex



source:geometry/reflection-g7M/fold.asy

source:geometry/reflection-g7M/bisectors.asy



[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] Anekceii Bagumouy JoneneHok
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 7M2 4 dexabps 2022 2., napa 2

MezmaHa — 9TO JIMIIb IT0JA€JIa

Hapa/l/le./lOZPClMM — 9TO ‘IeTBIpéXyI‘OJIBHI/IK, IIPOTUBOIIOJ/IOXKHBIE CTOPOHBI KOTOPOI'O I1apaJi-
JICJIbHBI.

Cne/:[yfoume YTBEPXKAEHM A S9KBUBAJIECHTHBI TOMY, YTO ‘IeTLIpéXyFOIILHI/IK ImapajuiesiorpamMm:

LT L

1. B tpeyrosbHuke ABC nposeau Meauany BM. Oka3anocs, 4To cymMMa yriioB A 1 C paBHa
yriy ABM. Hafizute otHoutenue BC : BM.

2. (a) ITocMmoTpuTe Ha JIEBOBIH PUCYHOK U JJOKXKHUTE, YTO OTPE30K, COEIUHSIOIINI cepe -
HBI CTOPOH TpeyroJIbHUKA (OH eIl€ Ha3bIBAeTCs cpedHeli AuHUell), Tapaiie/ieH TpeTbel
CTOpPOHE U paBeH e€ IOJIOBUHE.

(6) ITocMoTpuTe Ha IPaBBII PUCYHOK U JOKKUTE, UYTO MeJHUaHbl TPEYTOJbHUKA IIepe-
CEeKaIOTCsI B OLHOM TOUYKe U AeJISATCS TOUKOil IlepeceueHysl B OTHOIEHUH 2 : 1, cuuTas
OT BEpPLINHBI.

3. B TtpeyronbHuke ABC BpicoTa AH nepecexaeT MeauaHy BM B Touke K. HaliguTe yrou
MEeX[y BBICOTOM 1 MegraHol, eciu AK = BC.

4. [laH 4eTblpéxyroabHUK ABCD, B xotopoM AD || BC. BuccekTpuca ymia A nepecexaer
cropoHy CD B e€ cepepune. J[lJokaxure, uto AB = BC + AD.

5. B TpeyrosbHuke ABC Touka M — cepeguHa AC. Ha cropoHe BC B3sIM TOYKY K Tak, 4TO
yros BMK mipsimoii. Oxa3asocs, uto BK = AB. Hatigute yron MBC, eciu ZABC = 110°.

6. B mapasnenorpamMmme ABCD touka E — cepezyiHa cTopoHbI CD, a Toyka K — OCHOBaHUe
MepIeHUKY/IAPa, OMYLIEHHOro U3 BeplInHbl B Ha AE. Jlokaxxute, 4yto BC = CK.

7. Hacropone AC tpeyronbHuka ABC BbiOpaHa Touka D Takas, uto BD = AC. Meguana AM
3TOTr'0 TPeyroJIbHMKa IepecekaeT oTpe3ok BD B Touke K. Okasanock, uto DK = DC. [lo-
KakuTte, uTo AM + KM = AB.

8. Hamepuany AM tpeyroipHuKa ABC onyctuun neprneHgukynsap BL. Ha orpeske AL Ha-
1ach Takas Touka K, yto AK = LM. IIpsamMasi, npoxofsinas yepes K rnepreH juKy/sip-
HO AM, niepecekaet cTopoHy AB B Touke D. [lokaxxure, uto CD = AB + AD.



source:geometry/median-extension-g7M/0.

source:geometry/median-extension-g7M/parallelogram-criteria-1.

source:geometry/median-extension-g7M/parallelogram-criteria-2

source:geometry/median-extension-g7M/parallelogram-criteria-3.

source:geometry/median-extension-g7M/midline

source:geometry/median-extension-g7M/centroid.
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[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] Anekceii Bagumouy JoneneHok
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 7M2 5 dexabps 2022 2., napa 1

ITepexyiagpIBaHEe OTPE3KOB

1.

Man TpeyroabHUK ABC, Ha cTopoHax AB 1 AC KOTOpOro OTMEYEHBI TOUKU X U Y COOTBET-
CTBEHHO TaK, 4YTo BX + CY = BC. JIoOKaXuTe, 4TO TOUKU X 1 Y paBHOYJAJE€HbI OT TOUKU
nepece4eHust GUCCEKTPUC TPEYTOJbHUKA.

B Tpeyrosbauke ABC 6uccektpuca AE paBHa 110 jyuuHe oTpe3ky CE. Taxke U3BECTHO,
uTo 2AB = AC. HaiiinTe BeJIMYMHY yIia B.

B tpeyronsauke ABC yron A paseH 20°, yros C paseH 40°. JJoka)KuTe, 4TO pa3HOCTb JIJIMH
cTopoH AC 1 AB paBHa JIMHe OHCCEeKTPHUCHI yIiIa B.

B tpeyronpHUKe ABC yron B BaBoe 6obiie yriia C, a yron A — tynoii. Touka K Ha cTO-
poHe BC TakoBa, uto £KAC — nipsmoii. [lokaxxure, uto KC = 2AB.

Buccexrpucs! yrios TpeyronbHuka ABC mnepecekarorcs B Touke I. M3BecTHO, uTo CA +
Al = BC. Haiigure otHomieHue ZBAC . ZCBA.

B ugernipéxyrosbHuke ABCD cropoHbsl AD 1 BC napajljleJIbHBL, a TAKXKE BBIIIOJIHEHBI pa-
BeHCTBa AB = BC, AC = CD, BC + CD = AD. HalizuTe BeJIMIYMHY HarOOJIbIIETo yIyia
Tpaneuuu ABCD.

B tpeyronbHuke ABC yron A paBeH 120°, Touka D JIKUT Ha OuccekTpuce yria A, u AD =
AB + AC. Jloka)xuTe, 4TO TpeyroJbHUK DBC — paBHOCTOPOHHUM.

Ha runoreHyse AB npssMOyrosIbHOTo TpeyroiabHrKa ABC BeiGpaHa Touka D Tak, uto BC =
BD. Touka E Ha karete BC TakoBa, uro BE = DE. [lokaxure, yto AD + CE = DE.

JlaH mpsSIMOYTOJIbHBIN TpeyrosbHUK ABC, B KoTopoM ZA = 90°. BL — GucceKTpuca yr-
sa B, a Touka K Ha cropoHe BC TakoBa, yTo «BLK = 90°. Oka3zasocs, uro 3KC = 2(BC —
AB). Hatigure 2C.

source:geometry/equal-segments-g7M/1. tex



[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] Anekceii Bagumouy JoneneHok
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 7M2 7 dekabps 2022 2., napa 2

ITepexnaabIBaHUE OTPE3KOB. /lo6aBKa

1.

Ha 60xoBbIX cropoHax AB 1 AC paBHOGeipeHHOTO TpeyroabHuKa ABC OTMETH/IN TOYKU
K v L cOOTBETCTBEHHO TaK, UTo AK = CL u ZALK + ZLKB = 60°. [Jokaxkxute, 4To KL =
BC.

Vel TpeyronsHuka ABC yA0BJIETBOPSIOT YCIOBUIO 2£A + £B = £C. BHYTpH 3TOr0 Tpe-
YroJIbHUKA Ha GuccekTpuce yria A BeibpaHa Touka K Takasi, uro BK = BC. [JoKaxwure,
aqro £KBC = 2£ZKBA.

Ha cropone AC tpeyronbHuka ABC Hanuiacek Takas Touka K, uto AK = 2KC u £ZABK =
2£KBC. Ilycte F — cepeguna cropoHbl AC, a L — npoexkuusa A Ha BK. JIoKaXuTe, 4To
npsamele FL n BC nepneHAuKy/IsSpHBI.

source:geometry/equal-segments-g7M/2. tex



[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] Anekceii Bagumouy JoneneHok
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 7M2 8 dekabps 2022 2., napa 3

ITepexsagpIBaHNE TPEYTOJIBHUKOB

1.

B ueTsIpéxyrospHrke ABCD BHEIIHUH yroJi IIpu BeplirHe A paBeH yriy BCD, a AD =
CD. okaxwure, uto BD — Guccekrpuca yriaa ABC.

ITycte M — cepeiHa cropoHsl BC tpeyronbHuka ABC. Ha nydyax AB 1 AC B34TbI TOUKU
X u Y COOTBETCTBEHHO TaKUM 00pa3oM, uTo AX = AY u Touka M JIeXXUT Ha oTpe3ke XY.
Hoxaxure, yto BX = CY.

Touku E u F nexar Ha cropoHax AB u BC pom6a ABCD (poM6 — 3TO mapajuiesiorpaMm
C PaBHBIMU CTOpPOHAaMU), TpU4éM BE = CF. MI3BeCTHO, UTO TpeyroabHuK DEF — paBHO-
cropoHHuil. Haiiaure yron BAD.

Yepes TOUKy Y Ha CTOpoHe AB paBHOCTOPOHHETO TpeyrojbHuKa ABC IpoBeJieHa IIpsi-
Mas, IiepeceKaromas cTopoHy BC B Touke Z, a IpOAOJDKeHNe CTOPOHBI CA 32 TOUKy A —
B Touke X. M3BecTHO, UTO XY = YZ u AY = BZ. [lokaxxure, 4To npsamsle XZ u BC niep-
TIEeHUKY/IPHBL.

Touxku X u Y Ha cropoHe BC paBHOCTOPOHHETO TpeyroabHUKa ABC TakoBbI, UTO BX =
XY = YC. Touka M Ha ctopoHe AC BbiOpaHa Tak, 410 AM = BX. Jlokaxxute, 4T0 LAXM +
ZAYM = 30°.

B TpeyronbHuKe ABC 6uccekTpuchl BB 1 CC) nepeceKaoTcs B Touke I.

(a) Ilycrts IB; = IC) u TpeyroibHUK ABC HepaBHOOepeHHBIH. UeMy paBeH yroa A?

(6) OO6s3aTeNbHO JIU TPEYTOJABbHUK PaBHOOEPEHHBIMN, eCt I paBHOYJaIeHa OT CepefiiH
CcTOpoH AB 1 AC?

(B) Ilyctb £CCyB; = 30°. lokaxuTe, 4To JIN60 LA = 60°, 1160 £B = 120°.

TTo mpssMOMY IIIOCCE CO CKOPOCTHIO 90 KM/4 efieT MalnnHa. Heziajieko OT 11occe CTOUT Ta-
paJLIeIbHBIN eMy 25-MeTpOBBIH 3260p. KaXKayro CeKyHAYy ITacCa)KUp MAIIWHBI U3Mepsi-
€T yToJ1, IIOZ, KOTOPBIM BHIeH 3a60p. [IoKa)XUTe, YTO CyMMa BCeX U3MEPEHHBIX UM YIJIOB
MeHblIe 180°.

Ha croponax AB u AC BbiOpaHbl Touku C; U B; cOOTBETCTBEHHO Tak, uro BC; = CB;.
Otpesku BB, u CC; nepecekarorcs B Touke P. Okasanock, yto £BAC = «B,PC. Ha oT-
pe3ke PC, Hauwiace Takas Touka X, uto 2PX = PB; + PC;. [lokaxure, 4To £BPC = 90°.

source:geometry/equal-triangles-g7M. tex



[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] Anekceii Bagumouy JoneneHok
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3aKTIOYUTEILHBIN pa3H000ii (reoMeTpus)

1. B uersipéxyrospHuke ABCD yribl A u C paBHBL. BrccekTpuca yria B niepecekaer Ipsi-
My10 AD B Touke P. IlepneHANKYIAp K BP, IpOXOAAIINI depe3 TOUKy A, mepecekaer Mpsi-
mytro BC B Touke Q. [lJokaxxure, 4yTo npamele PQ u CD mnapajijiebHBbl.

2. [laH npsIMOYTOJIbHBIN TpeyroJbHUK ABC, Touka K — cepefjiHa ero runioreHy3sl AB. Ha xa-
TeTax AC 1 BC BpIOMpPaIOTCS TOUKU M U N COOTBETCTBEHHO TakK, uTo yroj MKN — mps-
Moii. JIokakuTe, 4To U3 0Tpe3koB AM, BN u MN MOXHO COCTaBUTb ITPSIMOYTOJIbHBIH Tpe-
YTOJIbHUK.

3. B BeIIyKJIOM YeTblpéxyrosbHuke ABCD #«B = 2C = 120°, a BC + CD = AB. Jlokaxxure,
4yrto AC = AD.

4. Bcecroponsl situyrosibHUKa ABCDE paBHbI. KpoMe Toro, BepHO cooTHOLeHne ZBCD =
2«#DBE. Haiijnute yroa BCD.

source:geometry/mixture-g7M-2-final. tex
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JepeBbs

Ompegesnenue. CBs3HBIN rpad 6e3 IIUKIIOB Ha3bIBAETCS depeso.

Ompegesnerue. YacTb rpada, coeprkaliasi Bce ero BepIIMHbI U SBJISIOASCS [ePeBOM, Ha3bl-
BaeTCsI 0CHMOBHOE 0epeso.

CaoiicTBo 1. B s11060M CBSI3HOM rpade MOXKHO BBIIEJIUTH OCTOBHOE JIePEBO.

CaoiicTBo 2. IIycTb B iepeBe eCThb XOTs OBl ZiB€ BepUIMHEI. TOIy|a B HEM €CTb XOTs ObI /IBe BUCS-
4rie BepIINHEI.

CBo¥icTBO 3. B iepeBe Ha n BepIIMHAX POBHO h — 1 pe6Gpo.

1. B paepese uMeetrcd 200 BepIIUH cTenieHU 5, 100 BepLIMH CTEIIeHU 3, a OCTaJIbHbIE — BUCH-
yye. CKOJIBKO BUCAYUX BEPIUIVH B 3TOM fiepeBe?

2.  Mexzy JII00bIMH AByMSI COCEJHUMU KJIETKAMU [IaXMAaTHOM JJOCKU JIEKUT crruka. Kakoe
HavMeHbIIIee YHCIIO CITMYeK MOXKHO yOpaTh, YTOOBI JIaibs MOIJIA ITOIIACTh 38 HECKOIBKO
XOJIOB U3 JIF000I1 KJIETKU B JIFOOYIO IPYTYIO, HE ITIEPECKAKUBAs Yepe3 CITUYKU?

3. Cucrema CTaHHI/Iﬁ METPO YCTPOE€HA TaAKUM o6pa30M, 4TO U3 Ka)K].'[Oﬁ CTaHIIUU B KOKAYIO
MOXXHO IIPpOE€XAaThb. ,[[OKB.)KI/ITS, YTO OAHY U3 CTaHHI/Iﬁ MOXXHO 3aKpPBITh TaK, YTO 3TO CBO-
CTBO COXPaHUTCH.

4. Bcrpase poBHO 100 roposioB ¥ 199 1ByCTOPOHHUX aBUATUHUI. 113 JIF0G0T0 ropozia MOYKHO
J00paThCst CaMOJIETAMH J10 JI06O0TO APYroro. JJOKaKUTe, YTO HAaHAETCS 3aMKHYThIN MapIiI-
PYT, IIpY 3aKPBITUM BCEX aBUATTMHHUI KOTOPOT'O U3 JIF0OOT0 IOpo/ia MO-IIPEeKHEMY MOYXKHO
6yzeT o6paThCs A0 JIF060TO IPyroro.

5. CymecTByeT Jid I'pad), iBa OCTOBHBIX ZiepeBa KOTOPOTo He UMEIOT 001X pébep?

6. B cBs13HOM rpade ecTh BepllIMHA CTelIeH! K. [JoKa)KUTe, IYTO B 3TOM I'pade MOXKHO Bbfe-
JIUTB N BEePIIUH TaK, YTOOB! P yAAJISHUH JII000r0 Habopa U3 3TUX BepUINH, rpad ocra-
BaJICs CBA3HBIM.

7. B crpane 2022 ropof0B, HEKOTOpbIE U3 KOTOPBIX COEAVHEHBI aBUAJIMHUAMU. V3BECTHO,
YTO OT KQXKAOT0 I'Opofia MOXKHO JI0JIETeTh [0 JIF0O0r0o APyroro (BO3MOXKHO, C ITepecazika-
MH). [TOKQKHUTE, YTO MOYKHO ITOGBIBATH BO BCEX rOPO/IaX, COBEPIIUB He Gostee 4040 mepe-
JIETOB.

8. Brpade Ha 101 BepurHe pebpa MOKpaciId B 3 1jBeTa. OKa3aaoch, YTO MOCJIE BBIOPACHI-
BaHUs pebep JII0060ro 1IBeTa OCTaeTCsl CBS3ZHBIN rpad. Kakoe MUHUMAaTbHOE KOJTMYECTBO
pe6ep MoIIo GbITh B M3HAYAIBHOM Tpade?

source:combinatorics/graph/tree-g7M/1.tex
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HepeBbs. Jlo6aBKa

1.

JloKa)XuTe, YTO 7151 JI'o6oro Habopa yucen 0 < d; < d, < ... < d, Takoro, uro d; + ... +
d,, = 2n — 2, HaiijieTcs JiepeBo, I7ie CTeNeH! BepUINH OyayT dy, ... , d;,.

A eZIMHCTBEHHO JIY /IePeBO U3 IIpeAbIAyLIei 3a1aun?

B crpane 101 asponopT. Ka)x/joe BO3MOYKHOE HallpaBJieHre 00CTy)>KHUBaeTCsi pPOBHO OfIHOM
aBraKoMITaHuell (B 06e CTOpOHBI cpasy). U3BeCTHO, YTO HU O/[HA aBUAKOMITAHUS HE MO-
JKET OPraHU30BaTh KPYroBOE TYPHE, B KOTOPOM I'OPOZIOB GOJIBIIE IBYyX U TOPOAA HE TIOBTO-
psitorcs. KakoBo HaMeHblIlee BO3MOXKHOE KOJIMYeCTBO aBUAKOMIIAHUI?

B rpade ecTh OCTOBHOE JIEPEBO C M BUCSYNMH BEPIIMHAMH U OCTOBHOE JIEPEBO C 1 BU-
CYMMU BepUIMHAMU. JIOKa)XUTe, UTO JJIs1 BCSIKOTO k Takoro, yto m < k < n, Haiijercs
OCTOBHOE JIEPEBO C k BUCTYUMU BEPUIMHAMH.

source:combinatorics/graph/tree-g7M/2.tex
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ITopBemmBaHMeE 32 BEPIINHY

1.

10.

B I1BeTOYHOM ropo/ie Hauauach SMHUieMus BeTpssHKY. CHavasia BeTPsIHKOM 3a60J1eJ1 OfjuH
KOpOTHIMIKA. Korma KOpoThIIIKa 3[0pOB, OH MOCELIAET 3a IeHb BCeX CBOMX GOJIBHBIX APY-
3eii. KopoTsIika, KOTophIii 3a60sieBaeT BeTPSIHKOI, 60JIeeT pOBHO OJJH JIeHb 1 BeChb JIeHb
JISXUT I0Ma, & Ha CJIeYIOINI IeHb Y HeTo IOsIBJISIeTCS UMMYHUTET POBHO Ha OJIMH JIeHb.
BeTpsiHKa OYeHb 3apa3Ha, I0TOMY IIPHU IOCELIeHUH JI000r0 G0JIBHOI0 KOPOTHIIIKA 3a-
6oJIeBaeT, €CJIM Y HEro HeT UMMYHUTETA. JIOKa)KUTe, YTO STTUAEMHUS BETPSHKH PaHO WJIH
TIO3/THO OCTAHOBHUTCS.

B rpade 2022 BepiInHbL, TPUIEM CTETIEHDb KK 0U He MeHee TPEX. IOKaXuTe, uTo B rpade
€CTh IIUKJI JIJIMHBI He OoJiee 20.

JlaH CBSI3HBIH rpad. JOKaKUTE, YTO Ha KAXK/IOM OTPE3KE MOYKHO ITOCTABUTH CHHIOKO U Kpac-
HYIO CTPEJIKU B TPOTUBOIIOJIOKHBIX HATIPABJIEHUSIX TaK, UTOOBI U3 JIF000#1 BEPIIIMHBI B JIIO-
OyI0 APYTYI0 MOXKHO GBUIO IIPOMTU TAKUM ITyTEM, HA KOTOPOM IIBET CTPEJIKU MEHSIETCS
He 60Jiee OZJHOTO pa3a.

B rpacde cTereHu Bcex BepIIMH PaBHBI 3 U MEXJY JIOOBIMU JBYMs BEpUIMHAMHU CYIIle-
CTBYET ITyTh JJTUHOI He 6oJiee 2. Kakoe HanboJIblee YUCIO0 BEPIIUH MOXKET ObITh B 3TOM

rpace?

B cTpaHe n ropozioB, MeXy HEKOTOPBIMU €CThb ZOPOTy. FI3BECTHO, YTO U3 KaXKJOI'0 ropo-
Jla MOXXHO TIOITACTh B KAXK/BIN, TPUYEM U3 KKJIOTO TOPO/ja BEIXOAUT He Gosiee d OpOr.
JOKa)XuTe, YTO BCIO CTPaHy MOXKHO pa3/ie/IUTh Ha /IBa PErMOHA TaK, YTO B KaXK/IOM peru-
OHE MOXKHO OyZieT U3 JTF060Tr0 ropo/ia MoTacTh B JTF060I M pa3Mep KaKJ0ro peruoHa GyJer

HE MEHbIIIe [n; 1J.

B kpy>xke y4arcs 53 yueHHKa. MI3BeCTHO, UTO eCJIM TPOe KPY>KKOBI[EB IIOIIAPHO HE3HAKO-
MBI JIpYT C ZIPYyIOM, TO KaKHe-TO /IBOe M3 HUX NMEIOT B Kpy’>KKe 001[ero 3HakoMoro. Jloka-
JKUTE, 4TO KTO-TO U3 yYEHUKOB UMeeT B KPY>KKe XOTsI ObI 6 3HAKOMBIX.

B xoMmaHuu 90 yesloBeK, KaK/blil 3HAKOM He MeHee YeM C JIeCSThIO JPYTUMHU. JIoKaKU-
Te, 4TO JIF000H 13 HUX MOXKET HalTH TPEX Jpyrux (He 006s13aTeIbHO Apy3eil) Tak, YTOObI
BHYTPH 3TOH YeTBEPKU Y KAXK/IOT0 GBLIO He GoJlee OHOTO He3HAKOMOTO.

JaH cBa3HbIH rpad ¢ 1000 BeprinHaMU. JIOKaXKUTe, YTO MOXKHO BBIKMHYTh YacThb pedep
TaK, YTOOBI Y BCEX OCTABIIHXCS BEPIINH OblIa ObI HEUETHAS CTEIIEHb.

B crpaHe 2022 ropoga. HexoTopble U3 HUX COeJMHEHBI JOPOTaMH TaK, YTO MEXJY JIIO-
6bIMU /IByMsI TOPOZIAMU €CTh eJUHCTBEHHBII IIyTh, IIPUYEM OH IIPOXOJUT He GoJiee ueM
10 BOCbMHU JioporaM. I'opof;, Ha3bIBaeTCsl 3aX0TyCTHBIM, €CIM U3 HETO BBIXOAUT He Gosiee
BOCBMU ZIOpOT. JIOKa)XUTe, YTO B CTpaHe Haii/leTcsl FOpOA, COeAMHEHHBII 0poraMu Kak
MUHHMMYM C BOCEMBIO 3aX0JIyCTHBIMU.

B A€PEBE BCE€ BEPIINHBI ObLIN 3aHYMEpPOBaHbI YNC/IaMU OT 1 1o n. HyMepaumo IIOMECHSI-
JIN, HO OKa3aJIOCh, YTO €CJIM BEPIINHBI iu ] CMEXXHBI, TO OHU U paHbIIIe OBLTH CMEXXHBI.



Jloka)xuTe, 4YTO HaiijieTcsl MO0 BeplIMHA HOMep KOTOPOi He U3MeHHJIcs, 160 pebpo,
y KOTOPOT0 Ha60p HOMEPOB KOHIIOB OCTAJICSI TAKHUM JKe.

source:combinatorics/graph/breath-first-g7M.tex
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JIByzosbHBIE rpadbl

Omnpeaesnenne. 'pad HazbiBaeTCst 08Y00AbHbIM, ECJIU €TI0 BEPIINHBI MOXKHO ITOKPACUTH B [IBa
IL[BETa TAK, YTO KAXK/0e Pe6PO CoeUHSIET BEPIIMHBI PA3HOTO IIBETA.

1.

10.

JoxaxxuTe, 4To rpad ABIAeTCA ABYLOIbHBIM TOIZa U TOJIBKO TOIZA, KOTZA BCE ITMKJIBI
B HEM MMEIOT YETHYIO JVINHY.

MaHo 2022 HaTypaJbHBIX YUCIa. JJOKaXKUTe, 4YTO UX MOXKHO IIOKPACUTH B [iBa 1|BeTa TaK,
YTOGBI OTHOLIEHME JIFOOBIX IBYX OJHOIIBETHBIX UKCeJI He SIBJISJIOCH ObI IIPOCTHIM YHCJIOM.

Ha nuiockocry gane! 2077 Touek. [IBoe 10 oYepesu COEAUHAIOT 3TU TOUYKU OTpe3KaMHu,
IIPUYEM OZIVH U TOT K€ OTPE30K HeJIb3s IIPOBOLUTH ABAX/BL. [IpourpeiBaer TOT, I1OCIe
X0Jja KOTOPOT'o BIIepBble 06pa3yeTcsl 3aMKHYTasl JIOMaHasl C HEYETHBIM YHCJIOM 3BEHBEB.
Kro BeIMIpaeT npu npaBUIbLHOU Urpe?

10 sro6uTesteii kepupa 06pa30BaIV KOMITAHUIO JIJISI COBMECTHOTO BPEMSITTPOBOYK/IEHHUSI.
B koMITaHNU Beeryia He MeHee 3 YestoBeK. Ka)k/blil Beuep B KOMITAHUIO J0GABISETCS OJJUH
YyeJIoBeK, JIN00 U3 Hee NCKJII0YAeTCs OJJUH YesloBeK. MoXKHO Ju GyzieT repe6paTh Bee J10-
ITyCTUMBbIE COCTABbI KOMITAHU POBHO I10 OJHOMY pa3zy?

B xoMmanuu u3 100 yes0BeK y KaKJ0ro poBHO 3 fipyra. IIpy KakoM HauMeHbIleM kK MOX-
HO YTBEP)KAATh, YTO CPEAM JIFOOBIX k M3 HUX 00513aTeIbHO HANAETCS mapa Jpy3eit?

B CBSI3HOM /IBYZI0JIbHOM Tpade CTeIIeH! BCeX BEPLIMH paBHbI k > 1. JIOKa)XXUTE, YTO IIpU
yIaJIeHUH JII000r0 pe6pa rpad Mno-rmpexHeMy OCTaHETCs CBI3HbIM.

Bans 3amucai B K&XKJ0U BeplIrHe CBA3HOTO rpada uncio. [Torom mpumén JIgna, 3amnm-
caJl Ha KaX/IoM pebpe CyMMy YMces B BepIIMHAX 3TOro pedpa u cTép unciaa Banu. [list
Kakux rpagoB Bukropus BiagyuMupoBHa rapaHTUPOBAHHO CMOXKET BOCCTAHOBUTD UHC-
J1a, HanMcaHHbIe BaHeii?

Ha maxMaTHOH ZJOCKe CTOSIT JiB€ OfMHAKOBBIX (DHIUIKU. 32 OfUH XOJ, MOXXHO CABHUHYTD
OfiHy 13 (hHIIeK Ha coceiHee I10JIe II0 BEPTUKAIN MJIM FOPU30HTAIN. Tak XO4U/IH, TI0Ka
He IIPOIILJIX Yepe3 Bce BO3MOXKHbIE MMO3UIIUH. [IOKKUTE, YTO KaKasi-TO IO3UIIUS BCTPETU-
JIach He MEHee JIByX pas.

Ha sticTe KyeT4aToii GyMarv OTMeUeHO HEKOTOPOe KOHEYHOE MHOXKECTBO M Y3JI0B CETKHU.
Bceerza i MOXKHO IIOKPACUTh HEKOTOPBIE TOYKU MHOXKECTBA M B KPACHBII I[BET, & OCTAJIb-
Hble — B CUHUI TaK, YTOOBI Ha KaX/I0i INHUY CETKU KOJIMUeCTBO KPACHBIX 1 CUHUX y3-
JIOB OTJIMYAJIOCh He 0oJiee, ueM Ha 1?

JaHn Gesblit kBagpar 10 X 10. 3a X0/, MOXKHO BBIOpATh 4 GeJible KJIETKH Ha IepeceuyeHuu
JIBYyX CTPOK U IBYX CTOJIOIIOB U OZJHY U3 HUX ITOKpacuTh. Kakoe HanGosIblee KOJIUYECTBO
KJIETOK MOXXHO IIOKPAaCUTh?

source:combinatorics/graph/bipartite-g7M.tex
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I'padbl monHTEpECHEE

1.

JaHo fiepeBo. Ha30BEM cmenenbio nposuHUAAbHOCMU BEPILIMHBI PACCTOsIHHE JI0 Han6o-
Jiee ynas€HHO OT He€ BepIIMHbBI. Ha30BEM BepIINHY CHMOAUUHOLL, €CTT Y BCEX OCTAIbHbIX
BEPILIUH CTeTIeHb IPOBUHIIMAJILHOCTU He MeHbIIIe. MOXKET JIU B IepeBe ObITh POBHO 3 CTO-
JIMYHBIX BePUINHBI?

aH cBs3HBIHN rpad Ha 2009 BeprrHaX. [JOKaKUTe, YTO B HEM MOXKHO BBIJEIUTD 2008 pe-
6ep M pacCTaBUTh HA HUX CTPEJIKU TaK, YTOOBI JJIs1 JIFOOBIX ABYX BEPILUH, COeJUHEHHBIX
pe6poM B UCXOHOM r'pade, U3 OAHOIM U3 HUX B JIPYTYI0 MOXKHO OBLIO TIPOMTH IO CTpEJI-
KaM.

Brpade G crenieHb Ka)X/[0¥ BepIIMHBI HE TPeBOCXOAUT 2022. [loKaXuTe, 4To pedpa rpada
MO)XHO ITOKPacUTh B 11 I[BETOB TakK, 4To rpadbl, 00pa30BaHHbIE pe6paMU KaXK/[0To 1IBeTa,
JIBYZl0JIbHBIE.

JlaHO HaTypaJIbHOE YMCJI0 1 > 2. PACCMOTPUM Bce MOKPACKU KJIETOK ZIOCKU 1 X 1 B K 11Be-
TOB TaKHe, YTO KaXK/[asl KJIETKA ITOKpallleHa POBHO B OJ[UH LIBET, U BCe k 11BETOB BCTpeya-
10TCs1. [Ipy KaKOM HauMEHBIIEM K B JIFO00I TaKOM IIOKpacKe HalIyTCsl YeThIpe OKpalIeH-
HBIX B YeThIPe Pa3HBIX [IBETA KJIETKH, PACIIOJIOXKEHHEBIE B IEpeCeYeHHH JIBYX CTPOK U IBYX
CTOJIOII0B?

source:combinatorics/graph/mixture-g7M-advanced. tex
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Nupykusa
1. Ha r1ocKocTH HapHCOBaHO HECKOJIBKO OKPY)KHOCTEH TakK, UTO JIOObIE /IBe OKPY>KHOCTH

IepeceKaloTCsl B ABYX TOUKAX. JIOKaXKHUTE, UTO 3Ty KAPTUHKY MOXKHO 00BECTU KapaHZa-
IIIOM «OJJHM POCUEPKOM», He ITPOXOZSI IT0 OFHOI [IyTe /IBa pa3a U He OTPhIBasI KapaHaIa
oT 6yMar, ¥ Ipy 3TOM BEPHYThCS B HAUAJTbHYIO TOYKY.

Ha kJreT4aToii IJIOCKOCTH PACCTaBUJIM HECKOJIBKO JIa/ieid. JIOKaKUTe, 9To JIaZiell MOXKHO
PaCKpacUTh B TPU I[BETA TAKKM 06Pa30M, UTOOBI JIAbU OTHOTO I[BETa He OUJIU IPYT APyTa.
[Be J1aziby OBIOT JPYT APYTa, €CJIU OHU CTOSAT B OJHOM DSy ¥ MEXIYy HUMU HET APYTHX
JIajiei.

JToKa)KUTe, UTO YUCJIO, 3aITUChIBaeMOoe 9" eMHUIIAMU, AeJTUTCS Ha 9",

B TEHHUCHOM TypHHUpPE KaXK/IbIi yYACTHUK CBITPaJl C KQXK/IbIM I10 IAPTUU. [JOKKUTE, UTO
YYaCTHHUKOB MOXKHO 3aHYMEPOBaTh TaK, YTO KXKBIM BBIUTPAJ Y HEIIOCPEACTBEHHO Ce-
JIYIOIIIero 3a HUM.

B yemnimoHare 1o ¢yT60J1y y4acTBYIOT 64 KOMaH/[bl. [IOKQYKUTE, YTO YEMITMOHAT MOYXKHO
IIPOBECTH 32 63 JIHS TaK, YTOOBI KOK/Jasl KOMaH/a ChIrpajia C KOKI0NU 1 YTOObI HUKAKOH
KOMaH/Ie He IIPUIIJIOCh UT'PaTh IBE UT'PHI 34 [i€Hb.

Y BunHU-ITyxa 651710 15 rOPIIOYKOB C Pa3JIMYHBIMU COpTaMu Mezia. CerofiHsl yTpoM OH
PEIINII ITOAKPEIIUTBCS U CheJI BEChb MEJ, M3 OJJHOTO TOPIIOYKA. [IOKaXKUTE, YTO, UCIIOJIb3YS
IIyCTO ropuroyek, BUuHHU-IIyX MOXKeT cMelllaTh BeCh OCTaBILNCSA Me| TaK, UTO B KOXKJOM
TOpLIOYKE II0JIyYUTCS OAUHAKOBAA CMECh.

Joxaxure, 4To cyliecTByeT 100-3HaYHOE YUCJIO, AeJIdleecd Ha 2100

Y4YaCTBYIOT TOJIbKO LIMGPHI 1 U 2.

, B 3allMCH KOTOPOTO

U3 unces oT 1 1o 2n BeIGpaHO 1 + 1 yucio. JIoKaXUTe, 4TO Cpefy BIOPAHHBIX UHCET
HalAyTCs 1Ba, OHO U3 KOTOPBIX AEJIUTCS Ha JpyToe.

2m-3HaYHOE YNCJIO HA30BEM POBHLIM, €CJIU €T0 YETHBIE Pa3psbl COEPIKAT CTOIBKO XKe
9ETHBIX I[P, CKOJIBKO ¥ HEeUETHBIE. [JOKXKUTe, YTO B JIF060M (2m + 1)-3HAYHOM 4YHCIIe
MO>XHO BBIYEPKHYTb OFHY U3 IIU(]p Tak, 4TOOBI MOJy4eHHOe 2m-3HauHOe YUCJIO OBLIO
POBHBIM.

source:combinatorics/induction-g7M/1. tex
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Nuaaykuud. fo6aBka

1. Buxrop /IMATpHEBUY OTIIPABUJICA B ITyTeliecTBUe B Kazaxcran. OH pelnI mpoexaTh Ha Ma-
LIMHE II0 3aMKHYTOH Tpacce, MPOXOAAIIel 10 IMyCThIHE. BIOJIb Tpacchl pacloJIOXKEeHbI
1 6€H30KO0JIOHOK, B KOXK/JJ0/ 13 KOTOPBIX €CTh HEKOTOPOE KOJIMUeCTBO 6€H3UHA. 13BECTHO,
YTO CyMMAapHOT'O KOJIN4YecTBa 6eH31Ha B 6€H30KO0JI0HKAX XBaTUT Ha TO, YTOOBI IIPOEXaTh
IIOJIHBII KpPYT. JIOKa)XKUTe, UTO HaiileTcs Takasi 6eH30KO0JIOHKA, YTO, Ha4aB II0€3/Ky OKOJIO
Hee U 3aIIpaBJisgach M0 IMyTH, BUKTOp JIMUTpUEBUY CMOXXET IIPOEXaTh MOJIHBII KPyT.

2. B 2022 xopo6Kax, CTOALIUX B Psifi, ISKUT CyMMapHO 202200 opexoB. 3a OJjHy OIlepaliiio
MO>KHO II€PEJIOXKUTD CKOJIBKO YTOZHO OPEX0B U3 JIF00011 KOPOOKYU B COCEIHION0. JIOKaXKUTE,
4yTO 3a 2022 TaKuX OIlepalyii MOXKHO C/ieJIaTh TaK, 4YTO BO BCeX KOPOOKax opexoB OyzeT
ITIOPOBHY.

3. BunpsamoyrospHuKe 100X 100 B3HaYaIbHO 3aKpalleHo 99 KIeTOK. 3a OfHY OIlepaliuIo pas-
pemaercst BbIOpATh psaf (CTPOKY WIIH cToJ16el]), B KOTOPOM 3aKpalleHo He MeHee 10 Kiie-
TOK, U 3aKPacUTb BCe KJIETKH 3TOrO psfia. JJOKaXUTe, YTO BeCh IMPSIMOYTOJbHUK C IIOMO-
IIBI0 THUX OIIEPAIUU 3aKPACUTD HE BBIHM/IET.

4. Ha IIOCKOCTHU JIaHBI 1 TIPSIMBIX OOLIET0 IMOJIOKEHUsT (HUKAKUE JBe HE TTapaJliesIbHbI, HU-
KaKuve TPU He TIPOXOJST Yepes OfIHY TOUKY). JIOKaKUTeE, UTO CyILIeCTBYeT n-3BeHHas Heca-
MoIlepeceKarolascs JoMaHas, IMeIoIas 110 OJHOMY 3B€HY Ha KaXKJ0U ITPSIMOA.

source:combinatorics/induction-g7M/2.tex



[MaTemaTuuyeckasn nporpaMma B LieHTpe «Cupuyc»] B. B.)Xypasnesa, B. [l. Tpewés

[1-24 dekabps 2022 2.] rpynna: /M2 8 Oekabps 2022 2., napa 2
IIponeccel
1. Ba6Goparopuu COIMAIbHOTO PaBEHCTBA paboTaeT 15 cOTpyAHUKOB. KaXKbIil M3 HUX I10-

JIydaeT 3apIUIaTy, paBHYIO 11eJIOMY KOJIMUEeCTBY py6uiei. 3aBeAyomnii JabopaTopreil Kax-
JpI Mecs1] IOoBbIIIaeT Ha 1 py6sib 3apIuiaTy 13 U3 HUX [10 CBoeMy ycMOTpeHuto. Cmo-
YKeT JI OH KOTZja-HUGY/b yPaBHATH BCe 3apIyIaThl?

B JIpeBHeii ['peiy n ropofioB, B KOXKAOM JKUBeT 110 (rutocody. Kaxxaplit dpunocod mpu-
AyMaJl CBOIO (hUIOCO(CKYIO UJIEI0 U XOUueT MOAeNUThCs el ¢ OCTaIbHBIMU. 13 KaXKA0ro
ropoZia MOXKHO ITOCBLIATh IIMCBMO B JIFOOOH IpYTOii rOpof; B MUChbMe 4eJIOBEK MOXKET 13-
JIOXUTb BCE U3BECTHBIE eMy HJien. Kakoe MUMHMMaJIbHOE YMCJIO ITHCEM IIOTpe6yeTCs, UTo-
65l Bce pUI0co(dbI y3HATH BCe UJIen?

Ha n3Havya/JbHO IyCTOI IoCKe MOXKHO HaIlMCaTh /iBe €AUHMUIIBL, JIUO0 CTEpeTh /iBa yxKe
HMEIOIMXCS OAVHAKOBBIX YUCJIA 1 U HAIIUCATh Ynciia h+k 1 n—k Tak, uto n—k > 0. Kakoe
MMHHMaJIbHOE KOJIMYeCTBO TaKUX Ollepaluii oTpebyeTcs, YTOObI II0TyIUTh YMCI0 10247

Ha okpy»XHOCTU UMEIOTCSI CHHUE U KpacHble TOUKU. Pa3pernraercs 06aBUTh KPaCHYIO
TOYKY U IIOMEHSTBH IIBETA €€ Coce/ield, a TaKKe yOpaTh KPaCHYI0 TOYKY U MI3MEHUTH I[BETA
e€ GBIBIIMX cocezieil. MeHee ByX TOYEK OCTABJIATh He paspenraercs. [IycTh M3HAYAIBHO
Ha OKpPY>KHOCTH ObLIO /IB€ KpacHbIe TOYKU. MOYKHO JIY ITOCJIe HECKOJIBKUX TaKUX OIlepa-
LU IIOJIyYUTh IBE CUHUE TOYKU?

Ha 1mpoBoJIoKy, UMEIOIIYI0 (GOPMY OKPYIKHOCTH, HACAKEHO HECKOIBKO CTATBHBIX IAPU-
KOB OZITHAKOBOTO pa3Mepa. B HEKOTOPBI MOMEHT MIAPUKH HAYMHAIOT IBUTATHCS C OfIU-
HaKOBBIMU CKOPOCTSIMU, HO HEKOTOPbIE — TI0 YaCOBOM CTpPEJIKe, & HEKOTOPbIe — IIPOTHUB.
CTaJIKUBAsICh, IMAPUKHU PA3JIETAIOTCS C TEMH YK€ CKOPOCTSIMHU B TIPOTHUBOIIOJIOXKHBIE CTO-
POHBIL. JIOKa)KHTE, YTO Yepe3 HEKOTOPOE BPEMST PACIIOJIOKEHHUE IIIAPUKOB Ha OKPYXKHOCTU
COBITAJIET C UCXOMHBIM, ECJIH:
(a) wapuKy Hepa3IUYMMBI,
(6) Bce LIAPUKU pa3IUYHBI.

Ha gocke HanmmcaHO HaTypaJbHOE 4K CJI0. Kaxyro MUHYTY JIeHa BIMCBIBAET IUTFOCHI MEX-
Jly HEKOTOPBIMH ero I paMU U 3alI1ChIBaeT HOBOE YHCJIO, paBHOE ITOJIyYeHHOH CyMMe,
a crapoe 4yucJio crupaet. Yepes yac JIeHe HaZ0 Ha KPY>KOK. YCIIEeT JIM OHA ITOJIyYUTh OfI-
HO3HA4YHOE YUCJI0?

Cepejxa IIpuILIesI JOMO U IOHSLI, 4TO He IIOMHUT KOJ{ OT 3aMKa B IIofibe3zie. Ho oH 3Haer,
YTO KOJ, — TIOCJIEOBATEJIbHOCTD YeThIpex Iudp, Kaxaas oT 0 0 9. 3aMOK OTKPOETCS,
KaK TOJIbKO HaGpaH MpaBUJIbHBIN KO/, HEBXXHO, Kakue U@ psl Ceperxa HaXKUMaJ Iepes
9TUM. CKOJIbKO U p IpujeTcs BBecTH Cepexe Iiepe]] TeM KaK FapaHTHPOBAHHO II0IIACTh
JIoMOi1?

source:combinatorics/process-g7M. tex
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[MaTremaTuueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] A.C.Tyces, M. . TybuHa
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m1 1 dexabps 2022 2., napa 1

dyHkuyda diiepa

OmpeneseHue. /st HATYPaJIBHOTO 1 0003HAYNM Uepe3 ¢(71) KOTMYECTBO YHCETT, B3AUMHO IPO-
CTBIX C N Y He IPeBOCXOAAIIMX n. OyHKIUS ¢(n) Ha3bIBaeTCs GyHKUuUell Diinepa.

0.

B Tabau1y a X b BeIIKMCaHBI BCe TOCIe[0BaTeIbHbIE YK CIa IOPs] HaulHas ¢ 1, mpudeM
(a,b) = 1.

(a) CkosbKo B TabuIle Yuces1, B3BAUMHO IIPOCTHIX C b?

(6) CKOJIBKO B KXKJOM CTOJIOIIE YMCeJT, B3AMMHO IIPOCTHIX C a?

(B) [JoxaxkuTe, 9TO ecyiv a u b B3auMHO TIpocThl, TO ¢(ab) = ¢(a)ep(b).

(r) [oxaxwmTe, 4o AN n = py' p5> ... pzk (p1s --- » Px — PA3TUYHBIE TTPOCTHIE) BHITIOTHE-
HO
- - -1
o(n) = pI Py T T (o = D(p2 = 1) e (e — 1) =

pe(1- 1) 1 L) (1- L),
b1 D2 Pk
Perrite ypaBHEHUE

@) o) =35 (6) (M) =10;  (B) ¢(n) = 14.

(a) [oxaxwure, 4TO ecIy 1 > 2, TO YUCJIO BCEX MPABUJIbHBIX HECOKPATUMBIX ApoOeit
CO 3HaMEHaTeJIEM N — YETHO.
(6) Haiigure cymMMy BCeX MPaBUJIBHBIX HECOKPATUMBIX Apo6eil co 3HaMEHATeJIEM H.

Iycte 1 =d; <d, < ... < dp = n— Bce JeJIUTEIN YUCIA N. [JOKaXKUTE, YTO

o(dy) + e(dy) + ... + p(dy) = n.

Haiigure Bce GECKOHEUHBIE ITOC/IEOBATEILHOCTH HATYPAIbHBIX YUCENT dg, A1, Ay, ... Ta-
KHe, 4to ag = 1,a; > 1ua, = ¢(a, ;) npu Bcex n = 0.

Mexy AByMsI €TMHUIIAMU TTUIIIETCS TBOUMKA, 3aTEM MEXY JIIOOBIMU ABYMsI COCETHUMU
YUCJIAMU MMUILIETCS UX CyMMa U T. . JIOK&KUTe, YTO YUCJIO 1 B UTOTE OYAET BBITUCAHO
pOBHO ¢(n) pas.

VimeeTcsi GECKOHEYHOE KOJIMUECTBO KAPTOUEK, HA KAKIOH U3 KOTOPBIX HAITMCAHO KaKoe-
TO HATypaJIbHOE YNCJI0. I3BECTHO, UTO JIs1 JIFOGOT0 HATYPAIbHOTO YHCJIA 1 CYLIECTBYIOT

POBHO n KapTO4Y€K, Ha KOTOPBIX HAITMCAHBI AEIUTEIN 3TOT'0 Y1CJIa. Z[OKBB&TB, YTO KaXK10€
HAaTypaJIbHOE€ Y1 CJIO BCTPEUAETCS XOTSL ObI Ha OHHOI‘/)I KapTO4KeE.

source:algebra/number-theory/euler-thereom-g8M/1-euler-function.tex



% $date$groups:
%   g8Mr1: 2022-12-01 p1
%   g8Mr2: 2022-12-01 p2

\worksheet{Функция Эйлера}

% $authors:
% - Антон Сергеевич Гусев
% - Мария Денисовна Губина

\begingroup
    \ifdefined\mathup
        \providecommand\eulerphi{\mathup{\mupvarphi}}\fi
    \ifdefined\upphi
        \providecommand\eulerphi{\upvarphi}\fi
    \providecommand\eulerphi{\varphi}%

\claim{Определение}
Для натурального~$n$ обозначим через~$\eulerphi(n)$ количество чисел, взаимно
простых с~$n$ и~не~превосходящих~$n$.
Функция~$\eulerphi (n)$ называется \emph{функцией Эйлера.}

\begin{problems}

\item[0]
В~таблицу $a \times b$ выписаны все последовательные числа подряд
начиная с~$1$, причем $(a, b) = 1$.
% \subproblem
% Пусть $p$~--- простое число.
% Вычислите $\eulerphi(p)$ и~$\eulerphi(p^{k})$.
\\
\subproblem
Сколько в~таблице чисел, взаимно простых с~$b$?
\\
\subproblem
Сколько в~каждом столбце чисел, взаимно простых с~$a$?
\\
\subproblem
Докажите, что если $a$ и~$b$ взаимно просты, то
$\eulerphi(a b) = \eulerphi(a) \eulerphi(b)$.
\\
\subproblem
Докажите, что для
$n = p_{1}^{\alpha_{1}} p_{2}^{\alpha_{2}} \ldots p_{k}^{\alpha_{k}}$
($p_{1}, \ldots, p_{k}$~--- различные простые) выполнено
\begin{align*}
    \eulerphi(n) & =
    p_{1}^{\alpha_{1}-1} p_{2}^{\alpha_{2}-1} \ldots p_{k}^{\alpha_{k}-1}
    \cdot
    (p_{1} - 1) (p_{2} - 1) \ldots (p_{k} - 1)
    = \\ & =
    n \cdot
    \left( 1 - \frac{1}{p_{1}} \right)
    \left( 1 - \frac{1}{p_{2}} \right) \ldots
    \left( 1 - \frac{1}{p_{k}} \right)
\mathrlap{\, .} \end{align*}

\item
Решите уравнение
\\
\subproblem $\eulerphi(n) = \tfrac{n}{3}$;%
\qquad
\subproblem $\eulerphi(n) = 10$;%
\qquad
\subproblem $\eulerphi(n) = 14$.

\item
\subproblem
Докажите, что если $n > 2$, то число всех правильных несократимых дробей
со~знаменателем~$n$~--- четно.
\\
\subproblem
Найдите сумму всех правильных несократимых дробей со~знаменателем~$n$.

\item
Пусть $1 = d_{1} < d_{2} < \ldots < d_{k} = n$~--- все делители
числа~$n$.
Докажите, что
\[
    \eulerphi(d_{1}) + \eulerphi(d_{2}) + \ldots + \eulerphi(d_{k}) = n
\mathrlap{\, .} \]

\item
Найдите все бесконечные последовательности натуральных чисел
$a_{0}, a_{1}, a_{2}, \ldots$ такие, что $a_{0} = 1$, $a_{1} > 1$
и~$a_{n} = \eulerphi(a_{n+1})$ при всех $n \geq 0$.

\item
Между двумя единицами пишется двойка, затем между любыми двумя соседними
числами пишется их сумма и~т.\,д.
Докажите, что число~$n$ в~итоге будет выписано ровно $\eulerphi(n)$ раз.

\item
Имеется бесконечное количество карточек, на~каждой из~которых написано
какое-то натуральное число.
Известно, что для любого натурального числа~$n$ существуют ровно $n$~карточек,
на~которых написаны делители этого числа.
Доказать, что каждое натуральное число встречается хотя~бы на~одной карточке.
% https://www.problems.ru/view_problem_details_new.php?id=78544

\end{problems}

\endgroup % \def\eulerphi




[MaTremaTuueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] A.C.Tyces, M. . TybuHa
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m1 3 Oekabps 2022 2., napa 3

Teopema Jiliepa

0.

HYCTB 1= X <..< fo(n) < n — BCE€ OCTaTKU OT ACJICHNA Ha 1N, B3BAUMHO ITPOCTHBIE C n.
,Z[JIH B3aMMHO ITPOCTBIX @ U N JOKAXXUTE, YTO

(axy) ... - (@Xg(n)) = X1 - Xg(my (mod 1)

U BBIBE/IMTE 13 9TOTO TeopeMy Ditepa: a®™ =1 (mod n).

JloKa)KuTe, 4To JIsi COCTABHOTO YMCJ/Ia 561 CIipaBe//IMB aHaJIoT MaJIoii TeopeMbl ®epma:
ecnu (a, 561) = 1, To BeImoHsAeTCs cpaBHeHMe a°®° = 1 (mod 561).

Jlokaxxute, 4To k? 4+ k 4+ 1 He MOXeT JeTUThcsl Ha 101 HU ITPU KaKoM IiesioM k.
JlokaXuTe, 4TO PH JF060M YeTHOM 7 uncio 2™ — 1 genutcst Ha n? — 1.

JIOKa)KUTe, YTO IIPH JIFOO0M HATypaJIbHOM 1 YUCJIO
(a) 2" — 1 He AeIUTCA Ha N.
(6) 3" — 2" He geIUTCS HA M.

JJaHO TIPOCTOE HEYETHOE YHCJIO P.

(a) [JoxaxkuTe, 4TO KXKABIN IPOCTOH AEJTUTEND YUCIA aP — 1 SIBJISIETCS JIETUTEJIEM YK CIIa
a — 1 unu umeet BUJ, 2pk + 1 Ayt HeKoToporo k.

(6) ToxaxxuTe, 4TO KaXKIbIH IIPOCTOH fieuTesnb yncaa aP~! +... +a+1 umeer Bug 2pk+1
JIJISI HEKOTOPOTO k I paBeH p.

(B) [IoKa)kuTe, YTO MPOCTHIX YHCEJ BHAA 2pk + 1 6ECKOHEUHO MHOTO.

JlaHO HATYpaIbHOE YKCJIO A.
o = 2n n+l1
(a) Jloxaxkure, 4TO KK/ MPOCTOH AeuTensb yucaa 22 + 1 umeer Bup 2"k + 1 ans
HEKOTOPOTO K.
(6) HoxaxuTe, 4TO IPOCTHIX YKces Buga 2"k + 1 6eckoHEUHO MHOTO.

JTano umcio 22022, JlokaXkuTe, 4TO MOYKHO MPUITMCATh K HEMY CJIeBa HECKOJILKO (P Tak,
9TOGBI MOJTYYMIACE CTETIeHb JBOMKH.

JTOKa)KUTE, YTO 15 JIF0O0TO 1 CYIECTBYET YHUCIIO C CyMMOH Iudp n, Aessiieecs Ha A.

source:algebra/number-theory/euler-thereom-g8M/2-ri.tex



% $date$groups:
%   g8Mr1: 2022-12-03 p3

\worksheet{Теорема Эйлера}

% $authors:
% - Антон Сергеевич Гусев
% - Мария Денисовна Губина

\begingroup
    \ifdefined\mathup
        \providecommand\eulerphi{\mathup{\mupvarphi}}\fi
    \ifdefined\upphi
        \providecommand\eulerphi{\upvarphi}\fi
    \providecommand\eulerphi{\varphi}%

\begin{problems}

\item[0]
Пусть $1 = x_{1} < \ldots < x_{\eulerphi(n)} \leq n$~---
все остатки от~деления на~$n$, взаимно простые с~$n$.
Для взаимно простых $a$ и~$n$ докажите, что
\[
    (a x_{1}) \cdot \ldots \cdot (a x_{\eulerphi(n)})
    \equiv
    x_{1} \ldots x_{\eulerphi(n)} \pmod{n}
\]
и~выведите из~этого теорему Эйлера: $a^{\eulerphi(n)} \equiv 1 \pmod{n}$.

% Альтернативные варианты док-ва:
% \item
% Пусть $\operatorname{\text{\rm НОД}}(a, n) = 1$.
% Рассмотрим ориентированный граф, вершины которого~---
% остатки от~деления на~$n$, взаимно простые с~$n$.
% Проведём ориентированное ребро из~каждого остатка~$x$ в~остаток~$a x$.
% Докажите, что этот граф разбивается на~циклы одинаковой длины.

% Выведите из~этого теорему Эйлера: $a^{\eulerphi(n)} \equiv 1 \pmod{n}$.

% \item
% Пусть $\operatorname{\text{\rm НОД}}(a, p) = 1$ для некоторого простого
% числа~$p$.
% По~индукции по~$k$ докажите, что
% $a^{(p-1) p^{k-1}} \equiv 1 \pmod{p^{k}}$.

% и~выведите из~этого теорему Эйлера: $a^{\eulerphi(n)} \equiv 1 \pmod{n}$.

% \item
% Даны взаимно простые натуральные числа $a$ и~$n$.
% Показателем числа~$a$ по~модулю~$n$ назывется такое минимальное натуральное
% число~$d$, что $a^{d} \equiv 1 \pmod{n}$.
% \\
% \subproblem
% Докажите, что $a^{k} \equiv 1 \pmod{n}$ тогда и~только тогда, когда
% $k$ делится на~$d$.
% \\
% \subproblem
% Докажите, что $\eulerphi(n)$ делится на~$d$.

\item
Докажите, что для составного числа $561$ справедлив аналог
малой теоремы Ферма: если $(a, 561) = 1$, то выполняется сравнение
$a^{560} \equiv 1 \pmod{561}$.

\item
Докажите, что $k^{2} + k + 1$ не~может делиться на~$101$ ни~при каком
целом~$k$.

\item
Докажите, что при любом четном~$n$ число $2^{n!} - 1$ делится на~$n^2 - 1$.

\item
Докажите, что при любом натуральном~$n$ число
\\
\subproblem $2^{n} - 1$ не~делится на~$n$.
\\
\subproblem $3^{n} - 2^{n}$ не~делится на~$n$.

\item
Дано простое нечётное число~$p$.
\\
\subproblem
Докажите, что каждый простой делитель числа $a^{p} - 1$ является делителем
числа $a - 1$ или имеет вид $2 p k + 1$ для некоторого~$k$.
\\
\subproblem
Докажите, что каждый простой делитель числа $a^{p-1} + \ldots + a + 1$ имеет
вид $2 p k+1$ для некоторого~$k$ или равен~$p$.
\\
\subproblem
Докажите, что простых чисел вида $2 p k + 1$ бесконечно много.

\item
Дано натуральное число~$n$.
\\
\subproblem
Докажите, что каждый простой делитель числа $2^{2^{n}} + 1$ имеет вид
$2^{n+1} k + 1$ для некоторого~$k$.
\\
\subproblem
Докажите, что простых чисел вида $2^{n+1} k + 1$ бесконечно много.

\item
Дано число $2^{2022}$.
Докажите, что можно приписать к~нему слева несколько цифр так, чтобы
получилась степень двойки.

\item
Докажите, что для любого~$n$ существует число с~суммой цифр~$n$,
делящееся на~$n$.

\end{problems}

\endgroup % \def\eulerphi




[MaTremaTuueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] A.C.Tyces, M. . TybuHa
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m1 5 Oexabps 2022 2., napa 2

ITokazarenn

Omnpegesenue. [IJ1s1 B3aMMHO IIPOCTBIX @ U 1 ITOKa3aTeJIeM YHCJIa @ II0 MOAYJIIO 1 Ha3bIBaeTCsl
HalMeHbllee HaTypaibHoe d, uto a® = 1 (mod n).

0.

ITycts d — 1MOKa3aTesb @ 110 MOZYJIIO A.

(a) Joxaxure, uro yncia a’,al, a® ..., a%"! garoT pasHble OCTATKY IPH Jle/IleHHHU Ha 1.
(6) Iycte al =1 (mod n). Joxaxwute, uto I gemTcs Ha d.

(B) Hokaxwure, uro a® = a” (mod n) Torga v TOJIBKO TOrza, Koraa s = r (mod d).

(r) Hoxaxkure, uto d neuT o(n).
JlokaxuTe, uto ecat a™ = 1 (mod k) u @ =1 (mod k), To a®™™ =1 (mod k).

Ilycts p = 3k + 2 — mpocToe 4ucJo.
(a) Hoxaxwure, uTo cpaBHeHue x> = 1 (mod p) UMeeT eAMHCTBEHHOE PelleHre TI0 MO-

AYJI0 p.
(6) HoxaxkuTe, 9TO JJIs JTIOGOTO OCTaTKa a TI0 MOAYIIO p cpaBHeHue x> = a (mod p)
HMeeT eAHCTBEHHOE PelIeHe 110 MOAYIIO p.

IIycTh p — IIPOCTOE YUC/I0 U p > 5. IIyCTh 1 — TaKoe HATypasJbHOEe YUCIIO, uTo h* + n® +
n? + n + 1 genutca Ha p. Jlokakure, 4To p — 1 Ie/IUTCA Ha 5.

p 4 q — TIPOCThIE YUCIIa, q > 5. Jlokaxkure, 4To ecau q gesaut 2P + 3P, 1o g > p.

Haiizure Bce IPOCTHIE P U g, 17151 KOTOPBIX 59 + 5P neyuTest Ha pg.

source:algebra/number-theory/multiplicative-order-g8M/ri.tex



% $date$groups:
%   g8Mr1: 2022-12-05 p2

\worksheet{Показатели}

% $authors:
% - Антон Сергеевич Гусев
% - Мария Денисовна Губина

% Идея в том, чтобы поразбираться с показателями на этих задачах и сказать
% детям дорешивать 4-6 из теоремы

\begingroup
    \ifdefined\mathup
        \providecommand\eulerphi{\mathup{\mupvarphi}}\fi
    \ifdefined\upphi
        \providecommand\eulerphi{\upvarphi}\fi
    \providecommand\eulerphi{\varphi}%

\claim{Определение}
Для взаимно простых $a$ и~$n$ показателем числа $a$
по~модулю $n$ называется наименьшее натуральное $d$, что
$a^{d} \equiv 1 \pmod{n}$.

\begin{problems}

\item[0]
Пусть $d$~--- показатель $a$ по~модулю~$n$.
\\
\subproblem
Докажите, что числа $a^{0}, a^{1}, a^{2} \ldots, a^{d-1}$ дают разные остатки
при делении на~$n$.
\\
\subproblem
Пусть $a^{l} \equiv 1 \pmod{n}$.
Докажите, что $l$ делится на~$d$.
\\
\subproblem
Докажите, что $a^{s} \equiv a^{r} \pmod{n}$ тогда и~только тогда, когда
$s \equiv r \pmod{d}$.
\\
\subproblem
Докажите, что $d$ делит~$\eulerphi(n)$.

\item
Докажите, что если $a^{m} \equiv 1 \pmod{k}$ и~$a^{n} \equiv 1 \pmod{k}$, то
$a^{(m,n)} \equiv 1 \pmod{k}$.

\item
Пусть $p = 3 k + 2$~--- простое число.
\\
\subproblem
Докажите, что сравнение $x^{3} \equiv 1 \pmod{p}$ имеет единственное решение
по~модулю~$p$.
\\
\subproblem
Докажите, что для любого остатка~$a$ по~модулю~$p$ сравнение
$x^{3} \equiv a \pmod{p}$ имеет единственное решение по~модулю~$p$.

\item
Пусть $p$~--- простое число и~$p > 5$.
Пусть $n$~--- такое натуральное число, что $n^{4} + n^{3} + n^{2} + n + 1$
делится на~$p$.
Докажите, что $p - 1$ делится на~$5$.

\item
$p$ и~$q$~--- простые числа, $q > 5$.
Докажите, что если $q$ делит $2^{p} + 3^{p}$, то $q > p$.

\item
Найдите все простые $p$ и~$q$, для которых $5^{q} + 5^{p}$ делится на~$pq$.

\end{problems}

\endgroup % \def\eulerphi




[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] Omutpuii AnekcaHaposuy Kopo6uubiH
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m1 7 dekabps 2022 2., napa 3

KBagpaTtHbIil TpEXUIieH

1.

BepHo Jiu, uto ecaiu b > a+ ¢ > 0, To KBaJpaTHOe ypaBHeHue ax? + bx + ¢ = 0 uMeer JBa
KOpH#A?

KopHu ypaBHeHHUs X2 + ax + b + 1 ABJIAOTCSA HATYPaJbHBIMHU YUCAAMHU. JIOKQXKUTE, YTO
a? + b?> — cocTaBHOE YHCJIO.

JIéua Hamycas Ha IocKe 5 LesIbIX uyrcesl — K03(hdUIIMEeHTbl U KOPHU KBa/paTHOI'O TPEX-
yseHa. IOpa cTép ogHo 13 HUX. OcTaauch yucia 2, 3,4 1 —5 B KaKOM-TO TopsAjke. Boccra-
HOBUTE CTEPTOE YHCJIO.

Yuuresib HaITMcal Ha JOCKe KBaJipaTHOE ypaBHEHUE Xx%4+10x420 = 0, TocJIe Yero KaXkablii
U3 YUEHUKOB I10 ouepeid yBeJIMUUBaJl WU YMEHbIIAI Ha eIUHUITY JIU60 Ko3(puiiueHt
Ipu x, 6o ciaraemoe 6e3 x. B pesyspraTa Ha Zlocke 0Ka3ajIoCh HAIIMCAHO ypaBHEHHUe
x2 + 20x + 10 = 0. BepHO JiH1, YTO B HEKOTOPHIX MOMEHT Ha JIOCKe GbUIO HATIUCAHO YPAB-
HEHUe C 1[eJIbIMU KOPHAMU?

VpasHeHue X2 + ax + b = 0 MMeeT [[Ba pasJIM4HbIX AeHCTBUTEILHBIX KOPHS. [IOKaXKHTE,
uro ypaBHenue x* + ax3 + (b — 2)x? — ax + 1 = 0 MUMeeT YeThIpe pasJIMIHbIX IeHCTBY-
TeJIbHBIX KOPHSI.

KeagparHbiii TpéxwieH f(x) ©UMeeT pOBHO OUH KOpeHb. KpoMe Toro, ypaBHEHUE
f@2x-3)+fB3x+1)=0

VIMeeT POBHO OJIMH KOpeHb. HalijuTe kopeHb TpexuieHa f(x).

Iyctb f(x) = ax?+ bx + ¢ — KBaJpaTHbIH TPEXWIEH, IPUYEM @, b, ¢ — [eJIble yucaa. Us-
BECTHO, 4TO TpexwieH f(x) u mHorowreH f(f(f(x))) umeror obuuii KOpeHb. JJOKaXHUTE,
YTO 3TH MHOTOWIEHBI UMEIOT OOLIHIA I1eJIBIH KOPEHb.

source:algebra/polynomial/quadratic-g8M/1.tex



% $date$groups:
%   g8Mr1: 2022-12-07 p3
%   g8Mr2: 2022-12-07 p1

\worksheet{Квадратный трёхчлен}

% $authors:
% - Дмитрий Александрович Коробицын

\begin{problems}

\item
Верно~ли, что если $b > a + c > 0$, то
квадратное уравнение $a x^2 + b x + c = 0$ имеет два корня?

\item
Корни уравнения $x^2 + a x + b + 1$ являются натуральными числами.
Докажите, что $a^2 + b^2$~--- составное число.

\item
Лёша написал на~доске $5$ целых чисел~--- коэффициенты и~корни квадратного
трёхчлена.
Юра стёр одно из~них.
Остались числа $2$, $3$, $4$ и~$-5$ в~каком-то порядке.
Восстановите стёртое число.

\item
Учитель написал на~доске квадратное уравнение $x^2 + 10 x + 20 = 0$, после
чего каждый из~учеников по~очереди увеличивал или уменьшал на~единицу либо
коэффициент при~$x$, либо слагаемое без~$x$.
В~результата на~доске оказалось написано уравнение $x^2 + 20 x + 10 = 0$.
Верно~ли, что в~некоторых момент на~доске было написано уравнение с~целыми
корнями?

\item
Уравнение $x^2 + a x + b = 0$ имеет два различных действительных корня.
Докажите, что уравнение $x^4 + a x^3 + (b - 2) x^2 - a x + 1 = 0$ имеет
четыре различных действительных корня.

\item
Квадратный трёхчлен~$f(x)$ имеет ровно один корень.
Кроме того, уравнение
\[ f(2 x - 3) + f(3 x + 1) = 0 \]
имеет ровно один корень.
Найдите корень трехчлена~$f(x)$.

\item
Пусть $f(x) = a x^2 + b x + c$~--- квадратный трехчлен,
причем $a$, $b$, $c$~--- целые числа.
Известно, что трехчлен~$f(x)$ и~многочлен $f(f(f(x)))$ имеют общий корень.
Докажите, что эти многочлены имеют общий целый корень.

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] Omutpuii AnekcaHaposuy Kopo6uubiH
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m1 8 dexabps 2022 2., napa 2

KBanpatHbIil TpéxuiieH. /lo6aBKa

8.

10.

11.

12.

CyLIeCTByeT JIM KBaJjpaTHBIH TpexdseH ax? + bx + ¢, y KOToporo ko3dpUIMEHTHI a, b, ¢
U KOPHU X, X, 00pa3yIoT (B HEKOTOPOM IIOPSIZIKE) MHO)XXECTBO U3 IISITH I1OCIIEZ0BATEb-
HBIX I[€JIbIX YMCes?

Hatipure Bce dyHKIUU f(X), opefesI€HHbIE NIPU BCeX JIefICTBUTENIBHBIX X, TAKUE, YTO

f+fA-x)=x%

PazymuHbIe HaTypasIbHBIE YUCJIA M U 1 TAKOBBI, UTO y KKIOTO U3 KBaJIPATHBIX YpaBHe-
HUi X2 —mx+n = 01 x> —nx+m = 0110 1Ba pa3TMIHBIX HATYPATbHbIX KOpHsL. HaiinuTe
mu n.

KBazparHslii TpéxwieH f(x) Takoii, 4To ypaBHeHUe f(X) = X He UMeeT KOpHeil. JloKkaKu-
Te, yTo U ypaBHeHUe f(f(X)) = X Tarke He IMeeT KOpHE.

Ha ocu Ox BbIOpaHBI pa3/IMYHbIE TOYKU X1, ... , X, (1 XOTS OBbI 3). PaccMaTpuBaloTCs BCe
BO3MOYKHbIE ITPUBE/EHHbIE KBalpaTHbIe TPEXWIEHS! fi, ... , f5,;, TPaUKU KOTOPBIX Iepece-
KaroT ocb OX B 3TUX TOYKAX U HE TIEPECEKAIOT B IPYI'HX TOUKAX. [IOKQXKUTE, YTO ypaBHEHUE

f1+...+fm=0

HUMEET BA KOPHSI.

source:algebra/polynomial/quadratic-g8M/2.tex



% $date$groups:
%   g8Mr1: 2022-12-08 p2
%   g8Mr2: 2022-12-08 p3

\worksheet{Квадратный трёхчлен. Добавка}

% $authors:
% - Дмитрий Александрович Коробицын

\setproblem{7}

\begin{problems}

\item
Существует~ли квадратный трехчлен $a x^2 + b x + c$, у~которого
коэффициенты $a$, $b$, $c$  и~корни $x_1$, $x_2$ образуют
(в~некотором порядке) множество из~пяти последовательных целых чисел?
% существует — например, 2 x² − 2
% НН-2015

\item
Найдите все функции~$f(x)$, определённые при всех действительных~$x$, такие,
что $f(x) + f(1 - x) = x^2$.
% Таких нет. Нужно подставить 0 и 1.

\item
Различные натуральные числа $m$ и~$n$ таковы, что у~каждого из~квадратных
уравнений $x^2 - m x + n = 0$ и~$x^2 - n x + m = 0$ по~два различных
натуральных корня.
Найдите $m$ и~$n$.
% Отв: 6, 5 и 5, 6
% книжка Сириуса

\item
Квадратный трёхчлен~$f(x)$ такой, что уравнение $f(x) = x$ не~имеет корней.
Докажите, что и~уравнение $f(f(x)) = x$ также не~имеет корней.

\item
На~оси~$Ox$ выбраны различные точки $x_{1}, \ldots, x_{n}$ ($n$ хотя~бы~$3$).
Рассматриваются все возможные
приведённые квадратные трёхчлены $f_{1}, \ldots, f_{m}$, графики которых
пересекают ось~$Ox$ в~этих точках и~не~пересекают в~других точках.
Докажите, что уравнение
\[ f_{1} + \ldots + f_{m} = 0 \]
имеет два корня.
% Всерос зон. этап 2022 год - № 285

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] Omutpuii AnekcaHaposuy Kopo6uubiH
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m1 9 dexabps 2022 2., napa 2

I'pacuk kBagpaTHOTO TpPEXUIEHA

1.

(a) CxosbKO OOILIMX TOYEK MOTYT UMETh JiBe I1apaboJIbl, BIsIONIecs rpadKaMy KBaj-
PaTHBIX TPEXWIEHOB B OAHOM U TOM >ke crucTeMe KOOpAUHAT?

(6) Yepes Touky A mapaGosisl IPOBEJIeHbI BCe BO3MOXKHBIE TIpsiMble. CKOJIBKO M3 HUX
HUMeI0T ¢ 1apabosI0ii TOJIBKO OZ/HY OOIIIYI0 TOUKY?

I'pacduk IpuBeAEHHOIO KBaZIpaTHOIO TPEXUJIEHa IepecekaeT ocb OX B ABYX IIEJIbIX TOY-
KaX, pacIlOJIOXKEHHBIX JIpyr OT Jipyra Ha pacCTOsAHUMU 2. YeMy paBeH JUCKPUMUHAHT 3TOr0
Tpé€xuieHa?

2

IIpsimas nepecekaeT rpaduk QyHKIMU y = X~ B TOYKax c abCIUCCaMM X; U X,, @ OCb
1

Y 1 1
aberuce — B TOUKe € a6CHUccol X3. JIOKaKHTe, 9TO + + — = 1.
1 2 3

Jloxaxxure, uto ecu c(a + b + ¢) < 0, To ypaBHeHMe ax? + bx + ¢ = 0 UMEET KOPEHb.
JIMHBI CTOPOH MHOTOYTOJIBHUKA PaBHBI A1, Ay, ... , dy,. KBaApaTHBIHN TpexwieH f(x) Ta-

KoB, 4T0 f(a;) = f(a, + ... + a,). [lokaxure, 4To ec A — CyMMa JJIMH HECKOJBKUX
CTOPOH MHOTOYTOJIbHUKA, B — CyMMa JIJIMH OCTaJIbHBIX €r0 CTOpoH, TO f(A) = f(B).

IIpuBeeHHBII KBaJPAaTHBIN TPeX4IEH C LeJbIMU KO3 (PUIIMEHTaMU B TPeX I10C/IeA0Ba-
TeJIbHBIX I[eJIbIX TOUKaX IPUHUMAET IIPOCThIe 3HauUeHusl. JJoOKaXKuTe, YTO OH IPUHUMAET
MIPOCTOE 3HAYeHME 110 KpaliHeli Mepe ellle B O[HOM 11eJI0i1 TOUKe.

KsagparHsriii Tpéxuien f(x) = ax? + bx + ¢, rie a > 0, UMeeT MOJIOKUTENbHBIIA KOPEHb.
JoxaxuTe, yto ypaBHeHue f(f(...f(x)...)) = x (2000 urepariuii) UMeeT pelIeHUe.

source:algebra/polynomial/quadratic-g8M/3-graph.tex



% $date$groups:
%   g8Mr1: 2022-12-09 p2
%   g8Mr2: 2022-12-09 p3

\worksheet{График квадратного трёхчлена}

% $authors:
% - Дмитрий Александрович Коробицын

\begin{problems}

\item
\subproblem
Сколько общих точек могут иметь две параболы, являющиеся графиками квадратных
трёхчленов в~одной и~той~же системе координат?
\\
\subproblem
Через точку~$A$ параболы проведены все возможные прямые.
Сколько из~них имеют с~параболой только одну общую точку?

\item
График приведённого квадратного трёхчлена пересекает ось~$Ox$ в~двух целых
точках, расположенных друг от~друга на~расстоянии~$2$.
Чему равен дискриминант этого трёхчлена?

\item
Прямая пересекает график функции $y = x^2$ в~точках с~абсциссами $x_1$ и~$x_2$,
а~ось абсцисс~--- в~точке с~абсциссой~$x_3$.
Докажите, что $\tfrac{1}{x_1} + \tfrac{1}{x_2} = \tfrac{1}{x_3}$.

\item
Докажите, что если $c (a + b + c) < 0$, то уравнение $a x^2 + b x + c = 0$
имеет корень.

\item
Длины сторон многоугольника равны $a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{n}$.
Квадратный трехчлен~$f(x)$ таков, что $f(a_{1}) = f(a_{2} + \ldots + a_{n})$.
Докажите, что если $A$~--- сумма длин нескольких сторон многоугольника,
$B$~--- сумма длин остальных его сторон, то $f(A) = f(B)$.

\item
Приведенный квадратный трехчлен с~целыми коэффициентами в~трех
последовательных целых точках принимает простые значения.
Докажите, что он принимает простое значение по~крайней мере еще в~одной целой
точке.

\item
Квадратный трёхчлен $f(x) = a x^2 + b x + c$, где $a > 0$, имеет положительный
корень.
Докажите, что уравнение $f(f({\ldots}f(x){\ldots})) = x$ ($2000$ итераций)
имеет решение.
% НН-2017

\end{problems}




[MaTtemaTmueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] A. A.TloHomapes, M. E. Knucenés
[1-24 dekabps 2022 2.] rpynna: 8M1 2 0ekabps 2022 2., napa 1

Brincanssble yribl. Cuer gyr

VTBepx/ieHNe 0 IIeHTPaIbHOM yIvIe. I[eHTpasbHbII yros B iBa pa3a 60JIbliie BIIMCAHHOTIO.
VTBepkaeHNe 0 BIIMCAHHBIX yIVIaX. YIVIbl, OIIMpPAOLMecs Ha PaBHbIE [yI'Y, PAaBHBI.

BaxkHslii ¢akT. IIycTb Touku A, B, C, D jiexar Ha OKPY>KHOCTH 2 (MMEHHO B TaKOM IOpsiAi-
ke!). Torza yros Mmexxay npssMeiMu AC 1 BD paBeH riosrycymme Mep ayr AB u CD, yroJ1 Mexzay
npsambeiMu AB CD paseH nosypasHocTu gyr AB u CD.

1. IlecruyrosbHuk ABCDEF BIINCaH B OKPYXXHOCTb. Jloka3aTe, uTo LA + £C+ £LE = ZB+
4D + ZF.

2. Touku M u N — cepeiHBI «MEHbIIE» U «60bIIeii» yr BC onrMcaHHO# OKPY)KHOCTHU
HepaBHOGe[peHHOT0 TpeyroabHUKa ABC COOTBETCTBEHHO. JJOKa)XXUTE, YTo IpsAMasi AM —
6uccextpuca yria BAC, a mpsamasi AN — GuccekTprca BHelllHero yria BAC.

3. TpeyronsHuk ABC BIMCaH B OKPY>KHOCTb w. BUCCEKTPUCHI yIIOB B 1 C mepeceKaroT
B TOYKax B; U C; COOTBETCTBEHHO. JJoKa)xuTe, 4TO O0Tpe30K B C; OTCEKaeT OT TPEYroJib-
HUKa ABC paBHOOGEAPEHHBII TPEyroJbHUK.

4. Tpanenusa ABCD c ocHoBaHusAMU AD 1 BC BIIicaHa B OKPY>KHOCTSB € IieHTpoM O. /lnaro-
Hanu AC u BD niepecekarorcs B Touke P. Jlokaxxure, yTo LAPB = ZAOB.

5. B OKpy>XHOCTH w IIpOBeZieHa Xopfa AB, Ha KOTOpoil oTMedeHa Touka K. OKpy>KHOCTB,
npoxogdinas yepe3 Touku O, A U K, BTOpUYHO IepeceKaeT w B Touke X. /lokas3aTh, 4TO
TpeyroapHUK BKX paBHOOEAPEHHBII.

6. Touxka D — oTpakeHHE BEpUIMHBI A OCTPOYrOJIBHOTO TPeyroJbHUKa ABC OTHOCUTEJIb-
Ho cropoHb! BC. Otpesku BD u CD nepeceKaroT OIIMCAHHYIO OKPY>KHOCTb TPEYTOJIbHUKA
ABC B Toukax P u Q cooTBeTCTBEHHO. [JOKa)XUTe, YT0 AD — GuccekTpuca yria PAQ.

7. BHYTpU OCTPOYrOJILHOrO TpeyroJbHUKa ABC HalwIach Takas Todka T', 4To
4BTC = ZBAC +60°, «CTA = «CBA+60°, ZATB= £ACB+60°.

Jlyun AT, BT, CT npof/iuIu o IiepecedeHus ¢ OIIMCAaHHOM OKPY>KHOCTBIO TPEYTOJIbHU-
ka ABC. JIokaxxuTe, YTO IIOJIyueHHble TOUKU IepeceueHus: 00pa3yloT paBHOCTOPOHHUIM
TPEYTOJIbHHUK.

8. [laH BNMCaHHBIN YeTbIpexyroJbHUK ABCD. IIpoTUBOII0/I0XKHbIE CTOPOHBI AB 1 CD nipu
IIPOZIOJDKEHUU TlepeceKaroTcs B Touke K, crTopoHsl BC 1 AD — B Touke L. JJOKaXUTe, YTO
6uccexTpucsl yroB BKC 1 BLA niepnieH/JUKy/ISpHEL

9. B tpeyronpHuke ABC (AB < AC) npoBefeHa 6rccekrpuca AL. IlepreHJUKy/IsIp U3 TOU-
k¥ L Ha ripsimyto AC mepeceKkaeT «MeHbIIYI0» Ayry AC ONMCaHHON OKPYXXHOCTH (2 Tpe-
yronpHUKa ABC B Touke D. [leprieHAUKYJIAp U3 TOYKU A Ha IIpsIMy10 BD miepeceKaeT CTo-
poHy BC B Touke K. JlokakxuTe, 4T0o ToUkH D, K 11 cepeAiiHa «MeHblleii» 1yru BC okpyx-
HOCTH (2 JIe)KaT Ha OHOH IIPSIMO.



source:geometry/inscribed-angles-g8M/1-arc.tex



% $date$groups:
%   g8Mr1: 2022-12-02 p1
%   g8Mr2: 2022-12-02 p3

\worksheet{Вписанные углы. Счет дуг}

% $authors:
% - Алексей Александрович Пономарев
% - Максим Евгеньевич Киселёв

\claim{Утверждение о~центральном угле}
Центральный угол в~два раза больше вписанного.

\claim{Утверждение о~вписанных углах}
Углы, опирающиеся на~равные дуги, равны.

\claim{Важный факт}
Пусть точки $A$, $B$, $C$, $D$ лежат на~окружности~$\Omega$
(именно в~таком порядке!).
Тогда угол между прямыми $AC$ и~$BD$ равен полусумме мер дуг $AB$ и~$CD$,
угол между прямыми $AB$ $CD$ равен полуразности дуг $AB$ и~$CD$.

\begin{problems}

\item
Шестиугольник $ABCDEF$ вписан в~окружность.
Доказать, что
$\angle A + \angle C + \angle E = \angle B + \angle D + \angle F$.

\item
Точки $M$ и~$N$~--- середины <<меньшей>> и~<<большей>> дуг~$BC$ описанной
окружности неравнобедренного треугольника $ABC$ соответственно.
Докажите, что прямая~$AM$~--- биссектриса угла $BAC$,
а~прямая~$AN$~--- биссектриса внешнего угла $BAC$.

\item
Треугольник $ABC$ вписан в~окружность~$\omega$.
Биссектрисы углов $B$ и~$C$ пересекают~$\omega$ в~точках $B_1$ и~$C_1$
соответственно.
Докажите, что отрезок~$B_1C_1$ отсекает от~треугольника $ABC$ равнобедренный
треугольник.
% это про середины дуг, про счет в дугах

\item
Трапеция $ABCD$ с~основаниями $AD$ и~$BC$ вписана в~окружность с~центром~$O$.
Диагонали $AC$ и~$BD$ пересекаются в~точке~$P$.
Докажите, что $\angle APB = \angle AOB$.

\item
В~окружности~$\omega$ проведена хорда~$AB$, на~которой отмечена точка~$K$.
Окружность, проходящая через точки $O$, $A$ и~$K$, вторично пересекает~$\omega$
в~точке~$X$.
Доказать, что треугольник $BKX$ равнобедренный.

\item
Точка~$D$~--- отражение вершины~$A$ остроугольного треугольника $ABC$
относительно стороны~$BC$.
Отрезки $BD$ и~$CD$ пересекают описанную окружность треугольника $ABC$
в~точках $P$ и~$Q$ соответственно.
Докажите, что $AD$~--- биссектриса угла $PAQ$.
% посчитать углы

\item
Внутри остроугольного треугольника $ABC$ нашлась такая точка~$T$, что
\[
    \angle BTC = \angle BAC + 60^\circ
\, , \quad
    \angle CTA = \angle CBA + 60^\circ
\, , \quad
    \angle ATB = \angle ACB + 60^\circ
\, . \]
Лучи $AT$, $BT$, $CT$ продлили до~пересечения с~описанной окружностью
треугольника $ABC$.
Докажите, что полученные точки пересечения образуют равносторонний треугольник.

\item
Дан вписанный четырехугольник $ABCD$.
Противоположные стороны $AB$ и~$CD$ при продолжении пересекаются в~точке~$K$,
стороны $BC$ и~$AD$~--- в~точке~$L$.
Докажите, что биссектрисы углов $BKC$ и~$BLA$ перпендикулярны.

\item
В~треугольнике $ABC$ ($AB < AC$) проведена биссектриса~$AL$.
Перпендикуляр из~точки~$L$ на~прямую~$AC$ пересекает <<меньшую>> дугу~$AC$
описанной окружности~$\Omega$ треугольника $ABC$ в~точке~$D$.
Перпендикуляр из~точки~$A$ на~прямую~$BD$ пересекает сторону~$BC$ в~точке~$K$.
Докажите, что точки $D$, $K$ и~середина <<меньшей>> дуги~$BC$
окружности~$\Omega$ лежат на~одной прямой.
% ВСоШ

\end{problems}




[MaTtemaTmueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] A. A.TloHomapes, M. E. Knucenés
[1-24 dekabps 2022 2.] rpynna: 8M1 3 Oekabps 2022 2., napa 2

BrircanHbie YIVIBI U YETHIPEXYTOJIbHUKN

1.

Touka K — cepeiriHa «MeHbllell» Tyru AB BIIMCAHHOTO YeThipexyroabHuka ABCD. Xop-
a6l CK n AB niepecekaroTcs B Touke P, xopzbl DK 1 AB miepecekarorcs B Touke Q. Jloka-
3aTh, YTO YeTbIpexXyroJbHUK CPQD BIUCaHHBIH.

U3 BepunHbI A KBajgipata ABCD mIpoBe/IeHbI JIy4U, 06pasyIolire MeXy co00k yroa 45°.
OnuH 13 HUX IlepecekaeT AuaroHanb BD B Touke M, apyroii — ctopoHy CD B Touke N.
Haittu BestmuuHy yriia AMN.

B octpoyronsHOM TpeyronbsHuke ABC ¢ yrioM £ZA = 60° otMedeHsl Touku H, I, O — op-
TOIIEHTP Y LIEHTPHI BIMCAHHOU 1 OITMCAaHHOU OKPY>KHOCTEH COOTBETCTBEHHO. JIoKaXKHTe,
YTO OIHCaHHAas OKPY>KHOCTb TpeyrojabHuKa HIO IpoXoAuT uepes BepllrHy B.

B oxpy>xHOCTM IIPOBEZIEHEI /IBE IIepeceKaroiyecs Xopasl AB u CD. Ha orpeske AB B3
TO4Ky M Tak, yto AM = AC, a Ha orpe3ke CD — Touky N TakK, uto DN = DB. Jlokaxxure,
YTO ecsiv TOYKu M u N He COBIA/IafoT, TO npsiMmasi MN mapajiienbHa mpsiMoit AD.

B OKpY>KHOCTh BIIMCAH BBIMYKJIbIN MATUYroabHUK ABCDE. U3BecTHO, uTo AE = DE.
HMuaroHamn AC u BD mepecekaroTcs B Touke P. Ha npogomkeHun cTopoHsl AB 3a ToY-
Ky A oTMeueHa Takad Touka Q, yTo AQ = DP. Ha npopospxeHuu ctopoHsl DC 3a Touky D
OoTMedeHa Takast Touka R, uto DR = AP. [lokaxxuTe, uto PE 1 QR.

Ha omnucaHHOI OKPY)>XHOCTH @ TpeyrosibHuKa ABC BbIOpaHa IIpOM3BOJIbHAS TOUKa M.
Touku P 11 Q Ha OKPY>KHOCTH @ TakoBbI, yTo CP L AM, CQ L BM. loka3ats, uTo PB || QA.

Ha guaronanu AC pom6a ABCD B3sTa IIpOU3BOJIbHAS TOUKA E, OIMYHAst OT To4eK A U C,
a Ha npsMbIX AB 1 BC — Touku N 1 M COOTBETCTBEHHO TaK, YTo AE = NE u CE = ME.
ITycte K — TOuKa nepecedyeHust npsamMbix AM u CN. [lokaxxute, 4To TOUKU K, E 11 D nexxar
Ha OJHOI IPSIMOIA.

source:geometry/inscribed-angles-g8M/2-quadrilateral.tex



% $date$groups:
%   g8Mr1: 2022-12-03 p2
%   g8Mr2: 2022-12-03 p3

\worksheet{Вписанные углы и~четырехугольники}

% $authors:
% - Алексей Александрович Пономарев
% - Максим Евгеньевич Киселёв

\begin{problems}

\item
Точка~$K$~--- середина \emph{<<меньшей>>} дуги~$AB$
вписанного четырехугольника $ABCD$.
Хорды $CK$ и~$AB$ пересекаются в~точке~$P$,
хорды $DK$ и~$AB$ пересекаются в~точке~$Q$.
Доказать, что четырехугольник $CPQD$ вписанный.
% внешний угол четырехугольника

\item
Из~вершины~$A$ квадрата $ABCD$ проведены лучи, образующие между собой
угол~$45^\circ$.
Один из~них пересекает диагональ~$BD$ в~точке~$M$,
другой~--- сторону~$CD$ в~точке~$N$.
Найти величину угла $AMN$.

\item
В~остроугольном треугольнике $ABC$ с~углом $\angle A = 60^\circ$ отмечены
точки $H$, $I$, $O$~--- ортоцентр и~центры вписанной и~описанной окружностей
соответственно.
Докажите, что описанная окружность треугольника $HIO$ проходит через
вершину~$B$.
% углы по 120

\item
В~окружности проведены две пересекающиеся хорды $AB$ и~$CD$.
На~отрезке~$AB$ взяли точку~$M$ так, что $AM = AC$, а~на~отрезке~$CD$~---
точку~$N$ так, что $DN = DB$.
Докажите, что если точки $M$ и~$N$ не~совпадают, то прямая~$MN$ параллельна
прямой~$AD$.

\item
В~окружность вписан выпуклый пятиугольник $ABCDE$.
Известно, что $AE = DE$.
Диагонали $AC$ и~$BD$ пересекаются в~точке~$P$.
На~продолжении стороны~$AB$ за~точку~$A$ отмечена такая точка~$Q$,
что $AQ = DP$.
На~продолжении стороны~$DC$ за~точку~$D$ отмечена такая точка~$R$,
что $DR = AP$.
Докажите, что $PE \perp QR$.
% Критерий вписанности используется только в одну сторону, а дальше равные
% треугольники. Для разнообразия можно и такое включить. Хотя выбивается
% из общего списка.

\item
На~описанной окружности~$\omega$ треугольника $ABC$ выбрана произвольная
точка~$M$.
Точки $P$ и~$Q$ на~окружности~$\omega$ таковы, что
$CP \perp AM$, $CQ \perp BM$.
Доказать, что $PB \parallel QA$.

\item
На~диагонали~$AC$ ромба $ABCD$ взята произвольная точка~$E$, отличная
от~точек $A$ и~$C$, а~на~прямых $AB$ и~$BC$~--- точки $N$ и~$M$ соответственно
так, что $AE = NE$ и~$CE = ME$.
Пусть $K$~--- точка пересечения прямых $AM$ и~$CN$.
Докажите, что точки $K$, $E$ и~$D$ лежат на~одной прямой.

\end{problems}




[MaTtemaTmueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] A. A.TloHomapes, M. E. Knucenés
[1-24 dekabps 2022 2.] rpynna: 8M1 4 dekabps 2022 2., napa 3

BrircanHbie IMIPSAMBIEC YIJIbI

1.

Ha BricoTe AA; ocTpoyroJibHOro TpeyroasHuka ABC otmedena Touka D. ITycts P u Q —
npoeknyu Touku D Ha npsimble AB 1 AC COOTBETCTBEHHO. [loKa)xuTe, YTO TOYKU B, C, P
U Q JIe)KaT Ha OfHOI OKPY>KHOCTH.

AA;1, BB; u CC; — BBICOTBI OCTPOYIOJIBHOI'O TpeyrosibHuKa ABC. W — To4YKa, CUMMeT-
prYHas A; OTHOCUTENIBHO CTOPOHBI AC. [lokaxkute, 4yTo By, C; 1 W jiexxaT Ha OfHOH IIps-
MOIA.

Beicotsl BB; 1 CC; 0CTpOYyroIbHOTO TpeyronbHuKa ABC nepecekatoTcs B Touke H. Tou-
Ka E — LIeHTp OIIMCaHHOM OKPY>KHOCTH TpeyroibHuka BHC. [Jokaxute, 4ytro EH 1 B, C;.

JloKka)xuTe, YTO YeThIpe MPOEKIIUU OCHOBaHUA A BBICOTbI AA; OCTPOYIOJIBHOT'O TPEYIOJIb-
HuKa ABC Ha cTopoHbl AB, AC 1 Ha BbICOTHI BB;, CC; J1e)KaT Ha OJHOI IPIMOH.

ITycts AA; 1 BB; — BBICOTHI TpeyroabHuKa ABC, P 1 Q — IIPOEKIIUY TOYKH A; Ha CTOPO-
Hbl AB 1 AC COOTBETCTBEHHO. JIOKaXXUTe, UTO IpsAMas PQ AenT 0Tpe30K A, B; momosiam.

JoKaXKuTe, YTO B JIFOOOM OCTPOYTOJIbHOM TPEYroJIbHUKE CepPeINHbI IBYX BbICOT, OCHOBA-
HUe TpeTbell U OPTOLIEHTD JIeXKaT Ha OHOH OKPY>KHOCTH.

Touka M — cepepnHa ocHOBaHUS BC paBHOOeApeHHOro TpeyroabHuka ABC. Touka P
TaxKoBa, 4To npsimbie PA u BC mapasuienbHbl. Touky X v Y BeIOpaHbI HA ITPOIODKEHU-
six PB n PC 3a Touku B u C COOTBETCTBEHHO TaK, UT0 LPXM = «PYM. Jlokaxute, 4TO
YETBIPEXYTOJbHUK APXY BIIMCaH.

source:geometry/inscribed-angles-g8M/3-right-angle.tex



% $date$groups:
%   g8Mr1: 2022-12-04 p3
%   g8Mr2: 2022-12-04 p1

\worksheet{Вписанные прямые углы}

% $authors:
% - Алексей Александрович Пономарев
% - Максим Евгеньевич Киселёв

\begin{problems}

\item
На~высоте~$AA_1$ остроугольного треугольника $ABC$ отмечена точка~$D$.
Пусть $P$ и~$Q$~--- проекции точки~$D$ на~прямые $AB$ и~$AC$ соответственно.
Докажите, что точки $B$, $C$, $P$ и~$Q$ лежат на~одной окружности.

\item
$AA_1$, $BB_1$ и~$CC_1$~--- высоты остроугольного треугольника $ABC$.
$W$~--- точка, симметричная~$A_1$ относительно стороны~$AC$.
Докажите, что $B_1$, $C_1$ и~$W$ лежат на~одной прямой.

\item
Высоты $BB_1$ и~$CC_1$ остроугольного треугольника $ABC$ пересекаются
в~точке~$H$.
Точка~$E$~--- центр описанной окружности треугольника $BHC$.
Докажите, что $EH \perp B_1C_1$.

\item
Докажите, что четыре проекции основания~$A_1$ высоты~$AA_1$ остроугольного
треугольника $ABC$ на~стороны $AB$, $AC$ и~на~высоты $BB_1$, $CC_1$ лежат
на~одной прямой.

\item
Пусть $AA_1$ и~$BB_1$~--- высоты треугольника $ABC$, $P$ и~$Q$~--- проекции
точки~$A_1$ на~стороны $AB$ и~$AC$ соответственно.
Докажите, что прямая~$PQ$ делит отрезок~$A_1B_1$ пополам.

\item
Докажите, что в~любом остроугольном треугольнике середины двух высот, основание
третьей и~ортоцентр лежат на~одной окружности.
% отметить середину стороны

% \item
% В~остроугольном треугольнике $ABC$ ($AB > AC$) проведена высота~$AA_1$
% и~отмечены центр~$O$ описанной окружности и~середина~$M$ стороны~$BC$.
% Точка~$T$~--- проекция вершины~$B$ на~прямую~$AO$.
% Докажите, что $MT = MA_1$.

\item
Точка~$M$~--- середина основания~$BC$ равнобедренного треугольника $ABC$.
Точка~$P$ такова, что прямые $PA$ и~$BC$ параллельны.
Точки $X$ и~$Y$ выбраны на~продолжениях $PB$ и~$PC$ за~точки $B$ и~$C$
соответственно так, что $\angle PXM$ = $\angle PYM$.
Докажите, что четырехугольник $APXY$ вписан.
% построить диаметральную для P

\end{problems}




[MaTtemaTmueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] A. A.TloHomapes, M. E. Knucenés
[1-24 dekabps 2022 2.] rpynna: 8M1 5 Oekabps 2022 2., napa 3

ITpo GucceKTPUCHI U cepIiephl

1.

B TpeyrosbHuke ABC Touka I, — LIEHTP BHEBIIMCAaHHON OKPY>XHOCTH, Kacaroleiics cTo-
poHbI BC. JIoka)KuTe, YTO LEHTDP ONKMCAaHHOI OKDPYXHOCTH TpPEyroJbHUKa ABI, JIeXXUT
Ha OIIMCAaHHOU OKPY>KHOCTHU TpeyrojbHuKa ABC.

Buccektprica BHeNIHero yria A tpeyroabHuka ABC (AB < AC) riepeceKaeT ero OIMCaH-
HYIO OKPY>KHOCTb B Touke N. Touka X — mnpoekuus N Ha cTopoHy AC. JJoKaXuTe, 4TO
AB +AX = XC.

Tpaneuusa ABCD c ocHoBaHussMu BC u AD takoBa, yTo AB = BD. Ha cTtopoHe AB Ha-
nwtack Takas Touka K, uro CK = CD. JJoKa)XUTe, 4TO YeThIPeXyroJbHUK BCDK MOXXHO
BIIMCaThb B OKPY>KHOCTb.

BHYTpH BBIIYKJIOTO YeTBIPEXyrobHUKAa ABCD HallIach Takasi TO4Ka P, YTO BBIIIOJIHS-
IOTCS paBEHCTBA

ZPAD : ZPBA : ZzDPA=1:2:3=«CBP : «BAP : ZBPC.

JOKa)XUTe, YTO BHYTPEHHHE GHCCEKTPHUCHI yIiI0B LADP 1 ZBCP U cepelUHHBIH NlepIieH-
JUKYJISIp K OTpe3Ky AB IepeceKaroTcs B OFJHOH TOUKe.

OKpY>XHOCTB (2 OIMCaHa OKO0JIO OCTPOYTOJIbHOIO TpeyrojbHUuka ABC. Ha cropoHe AB BbI-
OpaHa Touka D, a Ha ctopoHe AC — Touka E Tak, yto BC || DE. Touku P u Q Ha «MeHb-
mreit» gyre BC oKpy>KHOCTH (2 TakoBbl, uTo DP || EQ. Jlyuu QB 1 PC mepeceKaroT Ipsi-
Myro DE B Toukax X U Y COOTBETCTBEHHO. JJokaxxure, yTo £XAY + 2ZPAQ = 180°.

source:geometry/arc-midpoint-g8M-1.tex



% $date$groups:
%   g8Mr1: 2022-12-05 p3
%   g8Mr2: 2022-12-05 p2

\worksheet{Про биссектрисы и~серперы}

% $authors:
% - Алексей Александрович Пономарев
% - Максим Евгеньевич Киселёв

\begin{problems}

\item
В~треугольнике $ABC$ точка~$I_a$~--- центр вневписанной окружности,
касающейся стороны~$BC$.
Докажите, что центр описанной окружности треугольника $ABI_a$ лежит
на~описанной окружности треугольника $ABC$.

\item
Биссектриса внешнего угла~$A$ треугольника $ABC$ ($AB < AC$) пересекает его
описанную окружность в~точке~$N$.
Точка~$X$~--- проекция~$N$ на~сторону~$AC$.
Докажите, что $AB + AX = XC$.

\item
Трапеция $ABCD$ с~основаниями $BC$ и~$AD$ такова, что $AB = BD$.
На~стороне~$AB$ нашлась такая точка~$K$, что $CK = CD$.
Докажите, что четырехугольник $BCDK$ можно вписать в~окружность.

\item
Внутри выпуклого четырёхугольника $ABCD$ нашлась такая точка~$P$, что
выполняются равенства
\[
    \angle PAD : \angle PBA : \angle DPA =
    1 : 2 : 3 =
    \angle CBP : \angle BAP : \angle BPC
\, . \]
Докажите, что внутренние биссектрисы углов $\angle ADP$ и~$\angle BCP$
и~серединный перпендикуляр к~отрезку~$AB$ пересекаются в~одной точке.
% отметить центр ABP
% межнар

\item
Окружность~$\Omega$ описана около остроугольного треугольника $ABC$.
На~стороне~$AB$ выбрана точка~$D$, а~на~стороне $AC$~--- точка~$E$ так,
что $BC \parallel DE$.
Точки $P$ и~$Q$ на~<<меньшей>> дуге~$BC$ окружности~$\Omega$ таковы,
что $DP \parallel EQ$.
Лучи $QB$ и~$PC$ пересекают прямую~$DE$ в~точках $X$ и~$Y$ соответственно.
Докажите, что $\angle XAY + \angle PAQ = 180^\circ$.
% Подойдёт как одна трудная задача.

\end{problems}




[MaTtemaTmueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] A. A.TloHomapes, M. E. Knucenés
[1-24 dekabps 2022 2.] rpynna: 8M1 7 0ekabps 2022 2., napa 2

OpToOLIeHTP U OPTOTPEYTOJIBHUK

1.

A

OTpakeHUe OPTOIeHTpa.

(a) OproLEeHTp TPEYTroNbHIKA OTPA3UIM OTHOCH-

TeJIbHO OJJHOM U3 er0 CTOPOH. JIOKaXKHTe, UTO MOJTy-

YeHHas TO4YKa I10I1aJIa Ha OITMCAHHYI0 OKPY)KHOCTb

TPeyroJbHUKA. 0o

(6) OpToLEeHTp TpeyroJabHUKa OTPa3UIN OTHOCU- H
TEJIbHO CepeAMHBI OJHOM U3 ero CTopoH. Jloka-
KUTe, 9TO TIOTyYeHHasd TOUKa 10TIa/la Ha OIHCaH- g C
HYIO OKPY>KHOCTb TPeyroJIbHUKA U JUAMETPAJIbHO
IIPOTHBOIIOJIOXKHA O/{HOM JIeXKalleit HAIIPOTHB Bep-
IIMHE.

A

G BBICOTBI TpEeyrojbHHKa — 3TO OHCCEKTPHICHI OpPTOTpe-
B; YTOJIBHUKA.
ITyctb AA;, BBy, CC; — BBICOTHI TpeyrosibHuKa ABC. JlokaXu-
Te, uTo A; A — GUCceKTpuca TpeyroJbHuKa A, B; C;.
B A C

BHUMATEIbHO TOCMOTPUTE Ha KAPTUHKY BBIIIIE U JIOKKUTE, UTO

(a) paguychl OKpY>KHOCTE, OIMCAaHHBIX OKOJIO TPeYroabHUKOB ABC, AHB, BHC n AHC,
PaBHBI MEX/1y COOOIA.

(6) paccrostHMe OT BEPUIMHBI A [0 OPTOIIEHTPa BABOe OOJIbIIE PACCTOSHUSA OT I[eHTpa
OITMCAaHHOU OKPY)KHOCTH JI0 CTOpPOHBI BC.

(B) «BAO = £CAH.

B ocTtpoyrosibHOM TpeyronbHuke ABC mpoBefieHbl BbICOTEI AA;, BB, u CC;. Ha orpes-
ke A, C, BeIOpan Takue TOYKU A, u C,, 9TO OTpe3oK B A, aenutcs BbicoToit CC morio-
JIaM U TlepeceKaeT BhICOTY AA; B Touke K, a 0Tpe3ok B, C, IeJTUTCS BBICOTOI AA; TIoToIam
u nepecekaet BbicoTy CC; B Touke L. J[lokaxure, yto KL || AC.

BoicoTs! BB; 11 CC; OCTpOYroJIbHOTO HepaBHOOEIPEHHOTO TpeyroabHuKa ABC nepeceka-
10TCA B Touke H. OnucaHHas OKPY>XHOCTh TpeyroJibHuKa AB; C) TiepeceKaeT OIMCaHHYIo
OKPY>XHOCTb TpeyrosibHuka ABC BTopru4HO B Touke K. Jlokaxxure, 4yTo nipaMasd KH feur
oTpe30K BC mornosaM.

Ha croponax AB u AC oCcTpOyroJIbHOro TpeyrojbHuka ABC HalUIUCh Takyie TOUKU M u N
CO0TBEeTCTBEHHO, UTO MC = AC u NB = AB. Touka P CMUMMETpHU4YHA TOUYKE A OTHOCUTEJIb-
Ho nipsiMoii BC. Jlokaxkure, uto PA — 6uccekrpuca yria MPN.

BeicoTs! ocTpoyrosibHOro TpeyrosabHuka ABC nepecekaroTcs B Touke H. Ha orpeskax BH
u CH oTMeueHbl TOUKU B; u C; COOTBETCTBEHHO Tak, uto B;C; || BC. Oka3ajnock, 4TO
LIEHTP OKPY>KHOCTH (@, OITMCAHHON OKOJIO TpeyroabHuKa B HCy, nexuT Ha npsmoii BC.
JIOKa)XUTe, UTO OKPY>KHOCTD, OITMCaHHAs OKOJIO TpeyroabHuKa ABC, KacaeTcsl OKpy>KHO-
CTH .



source:geometry/orthocenter-g8M/1.tex
source:geometry/orthocenter-g8M/reflections.asy

source:geometry/orthocenter-g8M/altitude-bisector.asy



% $date$groups:
%   g8Mr1: 2022-12-07 p2
%   g8Mr2: 2022-12-07 p3

\worksheet{Ортоцентр и~ортотреугольник}

% $authors:
% - Алексей Александрович Пономарев
% - Максим Евгеньевич Киселёв

\begin{problems}

\item
\begin{minipage}[t]{.57\linewidth}
\claim{Отражение ортоцентра}\\
\subproblem
Ортоцентр треугольника отразили относительно одной из~его сторон.
Докажите, что полученная точка попала на~описанную окружность треугольника.
\\
\subproblem
Ортоцентр треугольника отразили относительно середины одной из~его сторон.
Докажите, что полученная точка попала на~описанную окружность треугольника
и~диаметрально противоположна одной лежащей напротив вершине.
\end{minipage}
\hfill
\begin{minipage}[t][][b]{.39\linewidth}%
    \vspace{-5ex}\flushright
    \jeolmfigure{../reflections}
    \vspace{0ex}
\end{minipage}

% \end{problems}

\item
\begin{minipage}[t][][b]{.26\linewidth}
    \vspace{-5ex}\flushleft
    \jeolmfigure{../altitude-bisector}
\end{minipage}
\hfill
\begin{minipage}[t]{.70\linewidth}
\claim{Высоты треугольника~--- это биссектрисы ортотреугольника}\\
Пусть $AA_1$, $BB_1$, $CC_1$~--- высоты треугольника $ABC$.
Докажите, что $A_1A$~--- биссектриса треугольника $A_1B_1C_1$.
\end{minipage}

% \begin{problems}

\item
Внимательно посмотрите на~картинки выше и~докажите, что
\\
\subproblem
радиусы окружностей, описанных около треугольников $ABC$, $AHB$, $BHC$ и~$AHC$,
равны между собой.
\\
\subproblem
расстояние от~вершины~$A$ до~ортоцентра вдвое больше расстояния от~центра
описанной окружности до~стороны~$BC$.
\\
\subproblem
$\angle BAO = \angle CAH$.

% \item\claim{Теорема Эйлера}
% Докажите, что в~любом треугольнике основания высот, середины сторон и~середины
% отрезков, соединяющих ортоцентр с~вершинами, лежат на~одной окружности
% \emph{(окружности девяти точек).}
% % нужно?

\item
В~остроугольном треугольнике $ABC$ проведены высоты $AA_1$, $BB_1$ и~$CC_1$.
На~отрезке~$A_1C_1$ выбрали такие точки $A_2$ и~$C_2$, что отрезок~$B_1A_2$
делится высотой~$CC_1$ пополам и~пересекает высоту~$AA_1$ в~точке~$K$,
а~отрезок~$B_1C_2$ делится высотой~$AA_1$ пополам и~пересекает высоту~$CC_1$
в~точке~$L$.
Докажите, что $KL \parallel AC$.
% B_1A_2 — перпендикуляр на CC_1

\item
Высоты $BB_1$ и~$CC_1$ остроугольного неравнобедренного треугольника $ABC$
пересекаются в~точке~$H$.
Описанная окружность треугольника $AB_1C_1$ пересекает описанную окружность
треугольника $ABC$ вторично в~точке~$K$.
Докажите, что прямая~$KH$ делит отрезок~$BC$ пополам.
% отражения ортоцентра

\item
На~сторонах $AB$ и~$AC$ остроугольного треугольника $ABC$ нашлись такие
точки $M$ и~$N$ соответственно, что $MC = AC$ и~$NB = AB$.
Точка~$P$ симметрична точке~$A$ относительно прямой~$BC$.
Докажите, что $PA$~--- биссектриса угла $MPN$.
% найти ортотреугольник

\item
Высоты остроугольного треугольника $ABC$ пересекаются в~точке~$H$.
На~отрезках $BH$ и~$CH$ отмечены точки $B_1$ и~$C_1$ соответственно так, что
$B_1C_1 \parallel BC$.
Оказалось, что центр окружности~$\omega$, описанной около
треугольника $B_1HC_1$, лежит на~прямой~$BC$.
Докажите, что окружность, описанная около треугольника $ABC$, касается
окружности~$\omega$.
% отразить H, дальше центр на пересечении BC и прямой, соединяющей H
% и отраженный центр описанной

% \item
% Диагонали выпуклого четырёхугольника перпендикулярны.
% Докажите, что перпендикуляры из~середин двух соседних сторон к~противоположным
% сторонам пересекаются на~диагонали.
% % хз

% \item
% В~остроугольном неравнобедренном треугольнике $ABC$ отметили ортоцентр~$H$,
% центр описанной окружности $O$ и~провели высоту~$AD$.
% Докажите, что образ центра описанной окружности треугольника $OHD$ при
% симметрии относительно прямой~$OH$ лежит на~средней линии исходного
% треугольника, параллельной стороне~$BC$.
% % посчитать высоты

\end{problems}




size(4.686cm, 0);
real mr = 4mm;
import geometry;
transform project(line) = projection;
point orthocenter(point, point, point) = orthocentercenter;

point
    pO = origin,
    pA = dir(65), pB = dir(210), pC = dir(180) * conj(pB),
    ppA[] = new point[] {pA, pB, pC},
    pH = orthocenter(pA, pB, pC);
ppA.cyclic = true;
point pA1(int i) { return 0.5(ppA[i-1] + ppA[i+1]); }
point pA2(int i) { return extension(ppA[i], pH, ppA[i-1], ppA[i+1]); }
point pH1(int i) { return ppA[i-1] + ppA[i+1] - pH; }
point pH2(int i) { return reflect(line(ppA[i-1], ppA[i+1])) * pH; }

picture background;

pen
    circline = gray(2/3)+linewidth(1),
    circdashed = circline+linetype(new real[]{4, 4}, scale=false);

transform ls = scale(0.85);
mr = ls.xx * mr;

draw(pA--pB--pC--cycle, linewidth(1));

draw(circumcircle(pA, pB, pC), circline, pic=background);

void do_side(int i, int n=1) {
    draw(pH--pH1(i));
    draw(pH--pH1(i), invisible,
        StickIntervalMarker(2, n, size=0.5mr, space=0.2mr) );
    dot(pA1(i));
    dot(pH1(i));
    draw(pH--pH2(i));
    draw(pH--pH2(i), invisible, pic=background,
        StickIntervalMarker(2, n, size=0.7mr, space=0.2mr, angle=45));
    dot(pA2(i));
    dot(pH2(i));
}

do_side(0, n=1);
do_side(1, n=2);
do_side(2, n=3);

draw(pA--pH1(0), circdashed, pic=background);
draw(circumcircle(pA1(0), pA1(1), pA1(2)), circdashed, pic=background);

void edot(Label L, point pX, align align=NE, pen p=defaultpen)
    { dot(L, pX, align, p, Fill(white)); }
void edot(point pX, pen p=defaultpen)
    { dot(pX, p, Fill(white)); }

edot(ls * "$A$", pA, unit(pA));
edot(ls * "$B$", pB, unit(pB));
edot(ls * "$C$", pC, unit(pC));

edot(ls * "$O$", pO, W);
edot(ls * "$H$", pH, SE);

add(background, above=false);




size(3.124cm, 0);
real mr = 4mm;
import geometry;
transform project(line) = projection;
point orthocenter(point, point, point) = orthocentercenter;

point
    pO = origin,
    pA = dir(65), pB = dir(200), pC = dir(180) * conj(pB),
    pHA = project(line(pB, pC)) * pA,
    pHB = project(line(pC, pA)) * pB,
    pHC = project(line(pA, pB)) * pC,
    pH = extension(pA, pHA, pB, pHB);

picture background;

pen
    circline = gray(2/3)+linewidth(1),
    circdashed = circline+linetype(new real[]{4, 4}, scale=false);

transform ls = scale(0.85);
mr = ls.xx * mr;

draw(pA--pB--pC--cycle, linewidth(1));

draw(pA--pHA);
draw(pB--pHB);
draw(pC--pHC);
draw(pHC--pHA--pHB);

markangle(pHB, pHA, pA, n=1, radius=0.90mr);
markangle(pA, pHA, pHC, n=1, radius=1.10mr);

// draw(pA--pH1(0), circdashed, pic=background);
// draw(circumcircle(pA1(0), pA1(1), pA1(2)), circdashed, pic=background);

void edot(Label L, point pX, align align=NE, pen p=defaultpen)
    { dot(L, pX, align, p, Fill(white)); }
void edot(point pX, pen p=defaultpen)
    { dot(pX, p, Fill(white)); }

edot(ls * "$A$", pA, N);
edot(ls * "$B$", pB, S+0.5W);
edot(ls * "$C$", pC, S+0.5E);

edot(ls * "$A_1$", pHA, unit(pC - pB)*(-I+0));
edot(ls * "$B_1$", pHB, unit(pA - pC)*(-I+0));
edot(ls * "$C_1$", pHC, unit(pB - pA)*(-I+0));

add(background, above=false);




[MaTtemaTmueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] A. A.TloHomapes, M. E. Knucenés
[1-24 dekabps 2022 2.] rpynna: 8M1 8 Oekabps 2022 2., napa 3

Mo6uBKa (OpTOIIEeHTP)

1.

B ocrpoyrosbHOM TpeyrosbHuke ABC oTMeuYeHbl opToleHTp H u cepeaunHa M cTopo-
Hbl BC. IIpsimas, mpoxogaamias yepe3 H v nepneHAUKyIsapHas HM, nepecekaer NpsiMble
AB u AC B Toukax C; 4 B; COOTBETCTBEHHO. [IOKa)KUTe, YTO TOUKa H — cepeluHa OTpe3-
Ka B; C;.

TIpsimMast, mpoxoAsIas yepes LeHTpP OIIMCAHHOM OKPY>KHOCTH U OPTOLIEHTP TPEYroOJIbHUKA
ABC, nnepecekaeT cTopoHbl AC U BC B Toukax P 1 Q COOTBETCTBEHHO. 13BeCTHO, uTO CP =
CQ. Jokaxkute, uto LACB = 60°.

Touxku U u V — nipoekuuu oproLeHTpa H TpeyrosibHUKa ABC Ha BHYTPEHHIOIO U BHEIll-
HIOI GHICCEKTPUCHI yIyia A COOTBETCTBEHHO. JIOKaKUTE, YTO MpsiMast UV TIpoXoquT yepes
cepeiuHy CTOpoHbI BC.

source:geometry/orthocenter-g8M/2.tex



% $date$groups:
%   g8Mr1: 2022-12-08 p3
%   g8Mr2: 2022-12-08 p1

\worksheet{Добивка (ортоцентр)}

% $authors:
% - Алексей Александрович Пономарев
% - Максим Евгеньевич Киселёв

\begin{problems}

\item
В~остроугольном треугольнике $ABC$ отмечены ортоцентр~$H$
и~середина~$M$ стороны~$BC$.
Прямая, проходящая через~$H$ и~перпендикулярная~$HM$, пересекает
прямые $AB$ и~$AC$ в~точках $C_1$ и~$B_1$ соответственно.
Докажите, что точка~$H$~--- середина отрезка~$B_1C_1$.
% отразить H

\item
Прямая, проходящая через центр описанной окружности и~ортоцентр
треугольника $ABC$, пересекает стороны $AC$ и~$BC$ в~точках $P$ и~$Q$
соответственно.
Известно, что $CP = CQ$.
Докажите, что $\angle ACB = 60^\circ$.

\item
Точки $U$ и~$V$~--- проекции ортоцентра~$H$ треугольника $ABC$ на~внутреннюю
и~внешнюю биссектрисы угла~$A$ соответственно.
Докажите, что прямая~$UV$ проходит через середину стороны~$BC$.
% AH = 2 OM, O и H изогонально сопряжены

%% На будущее:

% \item
% На~стороне~$BC$ треугольника $ABC$ выбрана точка~$D$.
% Окружность, описанная около треугольника $ADB$, пересекает сторону~$AC$
% в~точке~$M$, а~окружность, описанная около треугольника $ADC$, пересекает
% сторону~$AB$ в~точке~$N$.
% Пусть $O$~--- центр описанной окружности треугольника $AMN$.
% Докажите, что $OD \perp BC$.
% % Эта задача почему-то всегда нелегко даётся детям.
% % DNOM — вписанный

% \item
% Треугольник $ABC$ вписан в~окружность с~центром~$O$. Прямые $AC$ и~$BC$
% вторично пересекают окружность, проходящую через точки $A$, $O$ и~$B$,
% в~точках $E$ и~$K$.
% Докажите, что прямые $OC$ и~$EK$ перпендикулярны.
% % антипараллельность

\end{problems}




[MaTtemaTmueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] A. A.TloHomapes, M. E. Knucenés
[1-24 dekabps 2022 2.] rpynna: 8M1 9 Oekabps 2022 2., napa 1

JlemMa o Tpe3yOiie

1.

JlemMma o Tpe3yo1ie extended.

(a) BHyTpeHHsIs OucceKTpurca yvia A TpeyrojbHUKa ABC ImepecekaeT OMKCAHHYIO BO-
KpyT HETr0 OKPY>KHOCTBb B Touke W. Touka I — I|eHTp BIIMCAaHHOU B TpeyroJbHUK ABC
OKpPY>KHOCTH. Jloka3aTp, 4To oTpe3ku WB, WC u W1 paBHBIL

(6) BHemHss 6ucceKTpuca yIia A TpeyroabHuKa ABC niepeceKaeT OMHMCAHHYIO BOKPYT
HEro OKpy>KHOCTb B Touke N. Touku I, 1 I, — IIeHTpbl BHEBIIMCAaHHBIX OKPYXKHOCTeH Tpe-
yrosibHUKa ABC, kacaromuxcs ctopoH AC 1 AB COOTBETCTBEHHO. [I0Ka3aTh, YTO OTPE3KU
BB, BC, NI, u NI, paBHBL

OTpe30K, COeJUHSIOIINI cepeZiMHbI «MeHbIINX» 1yT AB 1 AC OIMCaHHOH OKPYKHOCTH
TpeyrosbHuKa ABC, nepecekaeT cTopoHbsl AB 1 AC B Toukax P ¥ Q COOTBETCTBEHHO. [l0-
KaxuTte, uT0 APIQ — poM6, rje I — I[eHTp BIMCAHHOM B TpeyroJbHUK ABC OKPY>XHOCTH.

Touka I — IJeHTp BIIMCAaHHON OKPY>KHOCTHU TpeyroabHuka ABC, Touka M — cepefyHa
croponsl AC, a Touka W — cepeaniHa He cofiepokaieid C ayru AB OIMCaHHOM OKPYXKHO-
cru. Okasanoce, yTo LAIM = 90°. B kakoMm OTHOLIEHUH [ AeauT oTpe3ok CW?

Touka I — 1]eHTp BIIMCAaHHOH OKPY>KHOCTU TpeyrojbHuKa ABC. BHyTpu TpeyrojbHUKa
BbIOpaHa To4yka P Takas, 4To

£4PBA + £PCA = £PBC + «PCB

Joxaxure, yTo AP > Al, IpyuyeM paBeHCTBO BBIMIOJHSAETCSA TOIIA U TOJIBKO TOIZA, KOrjia
P coBmapaer c I.

Yepes cepeaunbl ayr ABC, ACB, BAC mipoBeJy TIpsiMble, MapajliesibHble GUCCEKTPUCAM
yrioB B, C, A COOTBETCTBEHHO. JJOKa)KHTe, UTO 3TU TPU MpsSMble IlepeceKaroTcs Ha IIpsi-
MO, cozieprkallieil IeHTPbI BIMCAHHOU U OIIMCAHHOU OKPY>KHOCTEH.

Ha «menbpmux» gyrax AB 1 AC OIIMCaHHOUN OKPY>KHOCTH TpeyroJbHUKa ABC 0TMedeHbI
Touku S U T COOTBETCTBeHHO Tak, 4To ST || BC. JIoka)xuTe, YTO IEHTPhI BIHCAHHBIX
OKpY>KHOCTell TpeyroabHUKOB ASB 1 ATC paBHOy[aJIeHbl OT cepeJuHbl Jyru BAC.

source:geometry/arc-midpoint-g8M-2-trident.tex



% $date$groups:
%   g8Mr1: 2022-12-09 p1
%   g8Mr2: 2022-12-09 p2

\worksheet{Лемма о~трезубце}

% $authors:
% - Алексей Александрович Пономарев
% - Максим Евгеньевич Киселёв

\begin{problems}

\item\claim{Лемма о~трезубце extended}\\
\subproblem
Внутренняя биссектриса угла~$A$ треугольника $ABC$ пересекает описанную вокруг
него окружность в~точке~$W$.
Точка~$I$~--- центр вписанной в~треугольник $ABC$ окружности.
Доказать, что отрезки $WB$, $WC$ и~$WI$ равны.
\\
\subproblem
Внешняя биссектриса угла~$A$ треугольника $ABC$ пересекает описанную вокруг
него окружность в~точке~$N$.
Точки $I_b$ и~$I_c$~--- центры вневписанных окружностей треугольника $ABC$,
касающихся сторон $AC$ и~$AB$ соответственно.
Доказать, что отрезки $BB$, $BC$, $NI_b$ и~$NI_c$ равны.

\item
Отрезок, соединяющий середины <<меньших>> дуг $AB$ и~$AC$ описанной окружности
треугольника $ABC$, пересекает стороны $AB$ и~$AC$ в~точках $P$ и~$Q$
соответственно.
Докажите, что $APIQ$~--- ромб, где $I$~--- центр вписанной в~треугольник $ABC$
окружности.

\item
Точка~$I$~--- центр вписанной окружности треугольника $ABC$, точка~$M$~---
середина стороны~$AC$, а~точка~$W$~--- середина не~содержащей~$C$ дуги~$AB$
описанной окружности.
Оказалось, что $\angle AIM = 90^\circ$.
В~каком отношении $I$ делит отрезок~$CW$?

\item
Точка~$I$~--- центр вписанной окружности треугольника $ABC$.
Внутри треугольника выбрана точка~$P$ такая, что
\[
    \angle PBA + \angle PCA = \angle PBC + \angle PCB
\]
Докажите, что $AP \geq AI$, причем равенство выполняется тогда и~только
тогда, когда $P$ совпадает с~$I$.
% четкая

\item
Через середины дуг $ABC$, $ACB$, $BAC$ провели прямые, параллельные
биссектрисам углов $B$, $C$, $A$ соответственно.
Докажите, что эти три прямые пересекаются на~прямой, содержащей центры
вписанной и~описанной окружностей.

% \item
% Точки $X$ и~$Y$~--- основания перпендикуляров из~вершин $B$ и~$C$ треугольника
% $ABC$ на~внешнюю биссектрису угла~$A$.
% Доказать, что $X$, $Y$, $M$, $A'$ лежат на~одной окружности,
% где $M$~--- середина стороны~$BC$, а~$A'$~--- основание высоты из~$A$ на~$BC$.
% % отметить середину дуги

\item
На~<<меньших>> дугах $AB$ и~$AC$ описанной окружности треугольника $ABC$
отмечены точки $S$ и~$T$ соответственно так, что $ST \parallel BC$.
Докажите, что центры вписанных окружностей треугольников $ASB$ и~$ATC$
равноудалены от~середины дуги $BAC$.
% отметить середины дуг AS и AT и найти равные треугольники

% \item
% В~треугольнике $ABC$ ($AB < BC$) точка~$M$~--- середина~$AC$,
% точка~$N$~--- середина дуги $ABC$ описанной окружности треугольника.
% Докажите, что $\angle IMA = \angle INB$.
% % нужна степень точки :(

% \item
% Пусть $H$~--- основание высоты из~вершины~$A$.
% Докажите, что прямая~$BC$ является биссектрисой угла $IHI_a$.

% https://mathus.ru/math/lemmatrez.pdf

% https://www.mccme.ru/circles/mccme/2018/geom/geom-20180404.pdf

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] AHgpeli FOpbeBuy KyLuHmup
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m1 1 dexabps 2022 2., napa 2

BocnmomuHanus o rpadax

1.

HapucoBaH BBIIYKJIBIH N-yTOJIBHUK (1 > 3), pa30UThIil HeTlepeceKaroI[MMHUCS JUaroHa-
JISIMU Ha TPEYTOJIbHUKH.

(a) CkosbKO AMaroHaJIel MpoBeieHo?

(6) MorIo Jiv TaK 0Ka3aThCsl, YTO CTOPOHBI U IMATOHAIA MOXKHO PACKPACUTD B YKEITHII
U KPaCHBIH I[BETA TaK, YTOOBI )KYK MOT ITPOTIOJI3TH U3 KAXK/[0U BEPIIVHBI B JIO0YIO0 APYTYIO
I10 YKEJITBIM OTPE3KaM, a KJIOI — I10 KpacHbIM?

V3HayaIbHO B IPOTHBOMIOJIOKHBIX YIJIAX IIAXMATHOM IOCKH CTOAT ABe (DUIIKU: KpacHast
U CUH#4. 3a OfIHY OIIepaIjyIo pa3pelaeTcs MepeABUHYTh JII0O0YI0 U3 (DUILEK B COCEIHION0
10 CTOPOHE IIyCTYIO KJIETKY.

(a) MOJXHO JIM U3 UCXO/THOTO PACTIOIOKeHUST (PUIIEK BHOBB IOJYUYUTh UCXOAHOE 32 1001
orepanuo?

(6) MorkHO J11 cepyeli TAKMX OIepanyii oJIyYUTb POBHO IO OHOMY Pa3y BCe BO3MOXK-
HbIE PACITOJIOKEHUS Maphl (PUIIEK HA TOCKe?

U3 kyeT4aToli JOCKY, pacKpauleHHOH IaxMaTHBIM 00pa3oM, BhIpe3aHa CBSI3Has I10 CTO-
pOHaM KJIETOK (PUTYpa, COAEpIKaILasi 71 YEPHBIX KIETOK.

(a) CKoJIbKO MaKCUMYM y He€ MOXKeT OBITh GeJIbIX KJICTOK?

(6) ¥ urypsl poBHO 3n GeJibIX KJIETOK. JJOKaXXUTe, UTO e€ MOXKHO pa3pe3aTh Ha 4eThl-
PEXKIJIETOYHBIE OYKBBI «T».

Kakoe Han6osbIIee YHCIO KJIETOK Ta6auibl 20 X 20 MO)KHO OTMETUTH TaK, YTOOBI 1[€H-
TPbI HUKAKUX TPEX OTMEUEHHBIX KJIETOK He SIBJISUIMCh BepIIMHAMM MPSIMOYT'OJIbHOTO Tpe-
yTOJIbHUKA?

W3 54 0HaKOBBIX €IMHUYHBIX KAPTOHHBIX KBAJPATOB CEJ1aIy HE3aMKHYTYIO LIETlb, CO-
eJMHUB UX IIapHUPHO BepIInHAMH. JI1060i1 kBafgpaT (KpoMe KpaiiHIX) COeAMHEH C coce-
JSIMU ZIByMsl IIPOTUBOIIOJIOKHBIMU BEPIIMHAMU. MOXKHO JIM 3TOH LIeIIOYKOH KBaJ[paToB
3aKpBITh IOBEPXHOCTh Ky6a 3 X 3 X 3?

JaHOo HaTypaJbHOE YMCJI0 n. Ha IIOCKOCTU HapUCOBAHO 1 KPYTOB, IIPUYEM JII00bIe /1Ba
Kpyra He UMeIOT 001X BHYyTPEHHUX TOUeK, HO MOI'YT KacaTbcsl. KakoBo MakcHMaibHOe
KOJIMYECTBO TOUEK KacaHus?

TToBepXHOCTh KyOUKa 5 X 5 X 5 IMOKpallieHa B TPU 1[BeTa (B YEPHBII U ellE B IBA) NPABULb-
HbLM 06pa30M, T.e. JTI00bIe [Ba KBaJpaTHKa, COCEHUE IT0 CTOPOHE, PacKpalleHbl B pas-
HblIe [[BeTa. Kakoe MUHUMAaJIbHOE YHCJI0 KBaIPATUKOB MOTJIO ObITh ITOKPAIIIEHO B YEPHBIH
BeT?

source:combinatorics/graph/mixture-g8M/1.tex



% $date$groups:
%   g8Mr1: 2022-12-01 p2
%   g8Mr2: 2022-12-01 p1

\worksheet{Воспоминания о~графах}

% $authors:
% - Андрей Юрьевич Кушнир

\begin{problems}

% \item
% Здание тюрьмы представляет собой равносторонний треугольник со~стороной~$5$,
% разбитый на~камеры~--- равносторонние треугольники со~стороной~$1$.
% В~каком минимальном числе стен (т.\,е. единичных отрезков) нужно проделать
% дырки так, чтобы из~любой камеры стало возможным сбежать наружу?
% % слишком много клеток

\item
Нарисован выпуклый $n$-угольник ($n \geq 3$), разбитый непересекающимися
диагоналями на~треугольники.
\\
\subproblem
Сколько диагоналей проведено?
\\
\subproblem
Могло~ли так оказаться, что стороны и~диагонали можно раскрасить в~жёлтый
и~красный цвета так, чтобы жук мог проползти из~каждой вершины в~любую другую
по~жёлтым отрезкам, а~клоп~--- по~красным?
% рискнём
% минимальная связность

\item
Изначально в~противоположных углах шахматной доски стоят две фишки:
красная и~синяя.
За~одну операцию разрешается передвинуть любую из~фишек в~соседнюю по~стороне
пустую клетку.
\\
\subproblem
Можно~ли из~исходного расположения фишек вновь получить исходное
за~$1001$ операцию?
\\
\subproblem
Можно~ли серией таких операций получить ровно по~одному разу все возможные
расположения пары фишек на~доске?
% двудольность, препятствие для гамильтонова пути

\item
Из~клетчатой доски, раскрашенной шахматным образом, вырезана связная
по~сторонам клеток фигура, содержащая $n$ чёрных клеток.
\\
\subproblem
Сколько максимум у~неё может быть белых клеток?
\\
\subproblem
У~фигуры ровно $3 n$ белых клеток.
Докажите, что её можно разрезать на~четырёхклеточные буквы <<Т>>.

\item
Какое наибольшее число клеток таблицы $20 \times 20$ можно отметить так, чтобы
центры никаких трёх отмеченных клеток не~являлись вершинами прямоугольного
треугольника?
% не максимальная ацикличность, но близко
% хочу максимальную ацикличность

% \item
% Есть $2 n$~болельщиков: ровно~$n$ из~них болеют за~<<Спартак>>,
% а~остальные~--- за~<<Динамо>>.
% Разрешается спросить у~любых двоих, болеют~ли они за~разные команды, и~они
% честно ответят <<да>> или <<нет>>.
% Требуется посадить болельщиков в~два автобуса так, чтобы в~каждом были
% болельщики только одной команды.
% За~какое минимальное количество вопросов это наверняка можно сделать?
% % минимальная связность, сложная

\item
Из~$54$ одинаковых единичных картонных квадратов сделали незамкнутую цепь,
соединив их шарнирно вершинами.
Любой квадрат (кроме крайних) соединен с~соседями двумя противоположными
вершинами.
Можно~ли этой цепочкой квадратов закрыть поверхность
куба $3 \times 3 \times 3$?
% эйлеровость

\item
Дано натуральное число~$n$.
На~плоскости нарисовано $n$~кругов, причём любые два круга не~имеют общих
внутренних точек, но могут касаться.
Каково максимальное количество точек касания?
% планарность, формула Эйлера

\item
Поверхность кубика $5 \times 5 \times 5$ покрашена в~три цвета
(в~чёрный и~ещё в~два) \emph{правильным образом,} т.\,е. любые два квадратика,
соседние по~стороне, раскрашены в~разные цвета.
Какое минимальное число квадратиков могло быть покрашено в~чёрный цвет?
% двудольность

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] AHppeii FOpbeBuy KywHnp

[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m1 2 dekabps 2022 2., napa 3
o6aBka k rpadam
1. B HexoTOpBIX KyIeTKax Aocku 100 X 100 croATr ¢umku. OKa3anoch, 4To B 00 beJUHEHUN

106011 CTPOKU U JIF060TO CTOJIOIA, 32 UCKJIIOUEHNEM UX OOIIel KJIeTKH, CTOSIT XOTs ObI
nBe pumku. Kakoe HauMeHblee YUCcIo0 PUIIEK MOIJIO ObITh Ha I0CKe?

JlaHbBI pa3yUYHble B3aMHO IIPOCThIe HATypaIbHbIE YHCIA P U q, 6osbuiue 1. EcTh aBe
TIePHOANYECKHE ITOCIe0BaTeIbHOCTU U3 0 ¥ 1, MUHUMAaJIbHbIE TIEPUO/bI KOTOPBIX PABHBI
p 1 q cooTBeTCcTBeHHO. O6€ Iocie/[0BaTeIbHOCTH 6e3 IpeneproioB. OnpesennTe, Kakoe
HauboJIblIee YHCIIO IIePBBIX YIEHOB 3TUX M10C/Ie/J0BATeIbHOCTEN MOTYT COBIIAAATh.

source:combinatorics/graph/mixture-g8M/2.tex



% $date$groups:
%   g8Mr1: 2022-12-02 p3
%   g8Mr2: 2022-12-02 p2

\worksheet{Добавка к~графам}

% $authors:
% - Андрей Юрьевич Кушнир

\begin{problems}

\item
В~некоторых клетках доски $100 \times 100$ стоят фишки.
Оказалось, что в~объединении любой строки и~любого столбца, за~исключением их
общей клетки, стоят хотя~бы две фишки.
Какое наименьшее число фишек могло быть на~доске?
% Граф строк и столбцов, размер каждой компоненты хотя бы 4, тогда рёбер
% не меньше 3/4 от вершин.
% Можно ещё так: граф ряды-фишки, ряды раздают веса знакомым фишкам.

\item
Даны различные взаимно простые натуральные числа $p$~и~$q$, большие~$1$.
Есть две периодические последовательности из~$0$ и~$1$, минимальные периоды
которых равны $p$~и~$q$ соответственно.
Обе последовательности без предпериодов.
Определите, какое наибольшее число первых членов этих последовательностей
могут совпадать.

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] AHgpeli FOpbeBuy KyLuHmup
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m1 3 dexabps 2022 2., napa 1

Be Mmozeau

1.

B Gpurazie paboTaroT 15 CBapIIUKOB pa3INYHbIX pa3psaoB. PaspeiaeTcs: BBIACIUTD JIH0-
6yt0 TPOHKY CBapIIMKOB U Y3HATh y 6pUragupa, KTo U3 TPOUKH 00/1a/jaeT BBICIIUM pa3ps-
ZI0M. 3a KaKoe HaMEeHBbIIEe YHUCJIO BOIIPOCOB YAACTCSI TAPAHTUPOBAHO YCTAHOBUTD CBAp-
IIMKa C

(a) makcuMaibHbIM; (6) MHUHHUMAaJILHBIM

paspsagom?

B 11eHTpe OfHO#1 U3 KJIETOK IMoJIs 4 X 4 3apbIT Ki1aj. Kor MaTpockuH 6poJuT 10 KJIeTKaM
¢ panueid. IIpu Kax/I0M IlepeMelleHUH KOTa C KJIETKHA Ha COCEIHIOI0 110 CTOPOHE KJIETKY
eMy I10 paljuy COO0IIAI0T, IPUOIN3HIICS OH K KJIa/ly WJIN OTHaIniICs. [010c Ha TOM KOHIle
paruu 1160 BCeraa rOBOPUT MpPaBAy, TG0 Beera JDKET. MoxKeT J1u MaTpoCKUH y3HaTh,
B KaKO MIMEHHO KJIETKe 3aKOIIaH KJaf?

(a) Ectb 60 GOJIETBIMKOB: HEKOTOPhIE U3 HUX O0JIel0T 32 «CrapTak», a OCTaJbHble —
3a «/luHamo». Pa3pelaeTcsi CIpPOCUTh V JIFOOBIX IBOUX, OOJIEIOT JI OHU 32 pa3Hbie KO-
MaH/Ibl, 1 OHU YECTHO OTBETSAT «J[a» UJIU «HEeT». TpeGyeTcst TocaiuTh 60JIe/IBIIUKOB B IBA
aBTOGYCa TaK, YTOOBI B KOKAOM ObUTM GOJIEJBIUKN TOJIBKO OZHOM KOMaH/bL. 3a KaKoe
MHWHHUMaJIbHOE KOJIMYECTBO BOIIPOCOB 3TO HABEPHSIKA MOYKHO CZIEJIaTh?

(6*) Taxe 3a/1a4a, HO JIOTIOJTHUTEJILHO U3BECTHO, YTO OOJIETHIUKOB PA3HBIX KOMaH/I I10-

POBHY.

Nmeetcsa Ha6op u3 16 kaprodek. C TEMHOI CTOPOHBI BCe KAPTOYKU OJJMHAKOBBIE, 4 HA CBET-
JIBIX CTOPOHAX KapTOYKU IIPOHYMEPOBAHbI YMCIaMU OT 1 10 16. Mailia BEIIOXKUJIa BCe Kap-
TOYKH Ha CTOJI TEMHBIMHU CTOPOHAMU BBepX B B/ KBafipaTa 4 X 4 Tak, 4TO JIIOObIE /iBe
KapTOYKH C COCEIHUMH YMCIaMH UMEIOT 0OLIYI0 CTOPOHY. MOXKHO JTM TaK BBIGPATh 7 Kap-
TOYEK, YTO, OZJHOBPEMEHHO ITEPEBEPHYB MX, MOXKHO ObLIO GBI O[HO3HAYHO BOCCTAHOBUTH
MECTOIIOJIOXKEHHE BCEX Ymces1?

EcTp 100 rupek pasidyHBIX IIOJIOXKUTEIbHBIX BECOB. 3a OJHY OIlepalUI0 pa3pellaeTcs
y3HATh CYMMapHBIi Bec JIIOOBIX ABYX T'rpeK. Kakoe HauMeHblIlee YKCI0 ONepanuii mo-
TpebyeTcsi, 4TO6bI HaBEPHSKA BBISICHUTD, KaKas U3 T'UPEK SABISIeTCS CaMOi TSHKETOM?

DaspIIMBOMOHETUYNK U3roTOBUII 90 (haIbIINBBIX MOHET BeCOM 9 rpaMM Kaxkzasi. Cirydaii-
HO OH K HUM /106aBUJI 10 HACTOSALIMX MOHET BecoM 10 10 rpaMm Kaxkziast. Bce MOHETHI Tie-
peMelIaHbl U HEOTJIMYUMBI APYT OT IpyTa. Y HErO eCTh BEChI, HA KOTOPBIX MOYKHO B3BECUTD
J1I060€ KOJIMYeCTBO MOHET, HO OHU IT0Ka3bIBAOT JIN6G0 TOUHBIN Bec, TM00 Bec, Ha 1 rpaMm
60BN ICTUHHOTO. MOJKET JIK OH C IIOMOIIIBIO 3TUX BECOB C TAPAaHTHEN HANTHU XOTS OBl
OJIHY (haJIBIINBYIO0 MOHETY?

IIpAMOYTOJIbHBIN Ja4HBIA KOOIIEPATUB Pa3JesI€H 9 TOPU30HTAIbHBIMU U 9 BEPTHKAJIb-
HBIMM IpaHULIaMU Ha 10 X 10 = 100 IpsIMOYTOJIbHBIX y4acTKOB. COTPYHUK 3€MeJIBHOTO
BEZIOMCTBA XO4YET BHIYMCJINTD ILJIOIIA/b KOOIIEPAaTHBa. 32 OAVH BOIIPOC OH MOXKET BbISC-
HUTD Yy BJIa/I€JIbI}a OJHOTO U3 YYaCTKOB, YeMY paBHa IJIOWab 3TOro yyacTka. Kakoro Hau-
MEHBIIETO YKCJIa BOIIPOCOB EMY XBATUT?



source:combinatorics/information-g8M-1-alternatives.tex



% $date$groups:
%   g8Mr1: 2022-12-03 p1
%   g8Mr2: 2022-12-03 p2

\worksheet{Две модели}

% $authors:
% - Андрей Юрьевич Кушнир

\begin{problems}

\item
В~бригаде работают $15$~сварщиков различных разрядов.
Разрешается выделить любую тройку сварщиков и~узнать у~бригадира, кто
из~тройки обладает высшим разрядом.
За~какое наименьшее число вопросов удастся гарантировано установить сварщика
с~%
\\
\subproblem максимальным;%
\quad
\subproblem минимальным%
\\
разрядом?

\item
В~центре одной из~клеток поля $4 \times 4$ зарыт клад.
Кот Матроскин бродит по~клеткам с~рацией.
При каждом перемещении кота с~клетки на~соседнюю по~стороне клетку ему
по~рации сообщают, приблизился он к~кладу или отдалился.
Голос на~том конце рации либо всегда говорит правду, либо всегда лжёт.
Может~ли Матроскин узнать, в~какой именно клетке закопан клад?
% Сделать и нарисовать два пункта.

\item
\subproblem
Есть $60$ болельщиков: некоторые из~них болеют за~<<Спартак>>,
а~остальные~--- за~<<Динамо>>.
Разрешается спросить у~любых двоих, болеют~ли они за~разные команды, и~они
честно ответят <<да>> или <<нет>>.
Требуется посадить болельщиков в~два автобуса так, чтобы в~каждом были
болельщики только одной команды.
За~какое минимальное количество вопросов это наверняка можно сделать?
\\
\subproblemx{*}
Та~же задача, но дополнительно известно, что болельщиков разных команд
поровну.
% Можно численности болельщиков не фиксировать, тогда простая.

\item
Имеется набор из~$16$~карточек.
С~тёмной стороны все карточки одинаковые, а~на~светлых сторонах карточки
пронумерованы числами от~$1$ до~$16$.
Маша выложила все карточки на~стол тёмными сторонами вверх в~виде
квадрата $4 \times 4$ так, что любые две карточки с~соседними числами имеют
общую сторону.
Можно~ли так выбрать $7$~карточек, что, одновременно перевернув их, можно
было~бы однозначно восстановить местоположение всех чисел?

\item
Есть $100$ гирек различных положительных весов.
За~одну операцию разрешается узнать суммарный вес любых двух гирек.
Какое наименьшее число операций потребуется, чтобы наверняка выяснить, какая
из~гирек является самой тяжёлой?
% Если норм порешают, то в следующий листик можно и участки поставить.

\item
Фальшивомонетчик изготовил $90$ фальшивых монет весом $9$~грамм каждая.
Случайно он к~ним добавил $10$ настоящих монет весом по~$10$~грамм каждая.
Все монеты перемешаны и~неотличимы друг от~друга.
У~него есть весы, на~которых можно взвесить любое количество монет, но они
показывают либо точный вес, либо вес, на~$1$~грамм больший истинного.
Может~ли он с~помощью этих весов с~гарантией найти хотя~бы одну фальшивую
монету?

\item
Прямоугольный дачный кооператив разделён $9$ горизонтальными
и~$9$ вертикальными границами на~$10 \times 10 = 100$ прямоугольных участков.
Сотрудник земельного ведомства хочет вычислить площадь кооператива.
За~один вопрос он может выяснить у~владельца одного из~участков, чему равна
площадь этого участка.
Какого наименьшего числа вопросов ему хватит?

% \item
% Есть $2 n$~болельщиков: ровно~$n$ из~них болеют за~<<Спартак>>,
% а~остальные~--- за~<<Динамо>>.
% Разрешается спросить у~любых двоих, болеют~ли они за~разные команды, и~они
% честно ответят <<да>> или <<нет>>.
% Требуется посадить болельщиков в~два автобуса так, чтобы в~каждом были
% болельщики только одной команды.
% За~какое минимальное количество вопросов это наверняка можно сделать?
% % Можно численности болельщиков не фиксировать, тогда простая.

% Если некст листик будет информационным, то можно вспомнить задачи про
% загаданное разбиение на доминошки и про ключи с тургора.

\end{problems}



[MaTremaTuueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] 0. A. fambaes, A. tO. KywHnp

[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m1 5 dexabps 2022 2., napa 1
Hrpsl
1. Ilera n Baca urparT B urpy. MIsHayanbpHO Ha JOCKE HAIIMCAHO HATypaJbHOE YUCIIO A.

3a 0fiIH XOJ UT'POK CTUPAET TeKylllee YMCIIO Ha JJOCKE U 3alIMChbIBaeT MEHbIIlee HaTypalb-
HOE YHUCJIO0, He SIBJIFIoNIeecs AeJIUTesIeM CTEPTOro. VIrpoKu XO4AT OOYepENHO, HAUMHAET
IIets. ITpourpeiBaeT TOT, KTO HE MOXET cZieaTh xXoz,. KTo, U3 UTpOKOB, B 3aBUCUMOCTA
OT 1, UMEET BBIUIPBILIHYIO CTPATETUIO?

JBa UrpoKa IoouepEAHO 3aKpaINBAIOT I10 OHOMY eJUHUYHOMY OTpe3Ky 6eCKOHEeUHOI
KJIETYATOU TUIOCKOCTU. T1epBBIi UTPOK KPACUT OTPE3KU B KPACHBIH LIBET, BTOPOil — B CH-
HuUiL. [IBa pa3a KpacUTb OJUH U TOT XK€ OTPe30K HeJib3s. 1]eslb IepBoro Urpoka — Hapu-
COBaTh 3aMKHYTYIO KPACHYIO JIOMaHyt0. MOXKeT JIi BTOPOI UT'DOK eMy IIOMeIaTh?

M3HavanbHO B psAA BeICTaBIeHbI 100 MELIKOB € IeHbIAMU; Ha KaXK0M MELIKe HAIlMCAaHO,
CKOJIBKO B HEM JIeHeT. /IBa UTPOKa XOAAT IO0YepENHO. 3a O/IUH X0 UTPOK 3abupaer cede
OJIJMH W3 MEUIKOB C Kparo TEKyIero psja. BepHo sy, 4yTo mpu J1060M pacrpesie/IeHu!
JIEHeT TI0 MEIIKaM TePBBII UTPOK MOXKET UT'PATh TaK, YTOOBI IIPUCBOUTH cebe He MeHee
IOJIOBUHBI JIeHEeT?

Ha nocke 3anucano unciio 2023. 3a oguH xox Jlenu bar nmpunuceiBaet cripaBa K TEKyLIeMy
YICJIy Ha IocKe ofiHy nudpy, a Cynep-Kot — fBe. VIrpoky XoAAT 10 odepeAy, HAaYNHaeT
Jlepu Bar. Lleas Cynep-Kora — 1ocse cBoero xoza IIoJy4uTh 4uCiIo, KpaTHoe 111. Mo-
ket i Jlenu bBar emy nmomernaTtsb?

TIéTp u BukTop 1o oyepeay MOAXOIAT K AOCKe, HaunHaeT [1éTp. OH 3a CBO X0 MUIIET
3HAK «+» WIN «—» B KOHeI] CTPOKU. BUKTOp CBOMM XOZOM MMIIET B KOHeI] CTPOKU Off-
HO U3 HaTypaJbHBIX uynces oT 1 o 1001, He BeinvcaHHOe paHee. Yepes 1001 mmapy Xof0B
BuKTOp mosydaeT BBIMIPBILI, PABHBIA MOJY/II0 CyMMBI, BEIIMCAHHOM Ha Jocke. Kakoi
HaMOOIBIINI BEIUTPHIIT OH MOXKET cebe TapaHTUPOBATH?

source:combinatorics/game-g8M. tex



% $date$groups:
%   g8Mr1: 2022-12-05 p1
%   g8Mr2: 2022-12-05 p3

\worksheet{Игры}

% $authors:
% - Юрий Алексеевич Дамбаев
% - Андрей Юрьевич Кушнир

\begin{problems}

\item
Петя и~Вася играют в~игру.
Изначально на~доске написано натуральное число~$n$.
За~один ход игрок стирает текущее число на~доске и~записывает меньшее
натуральное число, не~являющееся делителем стёртого.
Игроки ходят поочерёдно, начинает Петя.
Проигрывает тот, кто не~может сделать ход.
Кто, из~игроков, в~зависимости от~$n$, имеет выигрышную стратегию?

\item
Два игрока поочерёдно закрашивают по~одному единичному отрезку бесконечной
клетчатой плоскости.
Первый игрок красит отрезки в~красный цвет, второй~--- в~синий.
Два раза красить один и~тот~же отрезок нельзя.
Цель первого игрока~--- нарисовать замкнутую красную ломаную.
Может~ли второй игрок ему помешать?

\item
Изначально в~ряд выставлены $100$ мешков с~деньгами;
на~каждом мешке написано, сколько в~нём денег.
Два игрока ходят поочерёдно.
За~один ход игрок забирает себе один из~мешков с~краю текущего ряда.
Верно~ли, что при любом распределении денег по~мешкам первый игрок может
играть так, чтобы присвоить себе не~менее половины денег?

\item
На~доске записано число $2023$.
За~один ход Леди Баг приписывает справа к~текущему числу на~доске одну цифру,
а~Супер-Кот~--- две.
Игроки ходят по~очереди, начинает Леди Баг.
Цель Супер-Кота~--- после своего хода получить число, кратное $111$.
Может~ли Леди Баг ему помешать?

\item
Пётр и~Виктор по~очереди подходят к~доске, начинает Пётр.
Он за~свой ход пишет знак <<$+$>> или <<$-$>> в~конец строки.
Виктор своим ходом пишет в~конец строки одно из~натуральных чисел
от~$1$ до~$1001$, не~выписанное ранее.
Через $1001$ пару ходов Виктор получает выигрыш, равный модулю суммы,
выписанной на~доске.
Какой наибольший выигрыш он может себе гарантировать?

\end{problems}




[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] AHgpeli FOpbeBuy KyLuHmup
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m1 8 dexabps 2022 2., napa 1

HNHdopmairioHHbBIE COO0OparkeHU

1.

Hmeetcst HA60p U3 65 MOHET, CpeJi KOTOPBIX POBHO OfHA (DasIbIIMBAsI M BECUT Jierde
OCTaJIbHBIX. B HalleM pacnopsDKeHUU eCTh HeyeepeHHble 08yXHalleuHble 8ecbl, TIPU HC-
I10JIb30BaHUH KOTOPBIX MOXKHO OIIpe/ie/INTh, Ha KaKO U3 Yalll Ipy3 He TshKeslee, 4eM Ha ITpo-
THBOIIOJIOXKHO# (B CJIydae paBeHCTBA IPY30B Ha YalllaX BeChbl MOTYT [T0Ka3aTh Ha JIFOOYI0
yairy). 3a Kakoe HaMeHbIIIee YUCIIO B3BEIIMBAHUI HAM rapaHTUPOBAHHO YAACTCS Hal-
TU (paIbIINBYIO MOHETY?

EcTb [iByXJaleyHble BECHI 1 kK MOHET, U3 KOTOPBIX POBHO OfHA (haIbIINBasi, KOTOPAst OT-
JINYAeTCsI TI0 BECY OT HACTOSIIITMX. MOYKHO JIM 32 TPY B3BEIIMBAHUS OIPEAETUTD, KaKast
13 MOHET (asIbIINBAsT U JIETUe OHA WJIU TsDKEJIee HACTOSIIEH, ecn

(a) k=14 (6) k=12 (B) k=137

Tab6snna 4 X 4 pa3pe3aHa HEBUMMbBIMU Pa3pe3aMu Ha JIOMUHOIIKU. 32 OJ[Hy OIlePaLILIo0
paspelaeTcsi Ha3BaTh [1apy COCEAHMUX IT0 CTOPOHE KJIETOK TabINIIA U Y3HATD, IPUCYTCTBY-
€T JIM TaKasl JOMHHOIIIKA B pa3pe3aHnU. 32 KaKoe MUHUMaJIbHOE YMCJI0 OIIePaliii MOXKHO
rapaHTHUPOBAHHO ITOJTHOCTLI0 BOCCTAHOBUTD MCXOAHOE paspe3aHue?

JlaHbl 5 'TUPb pa3HOTIo Beca. 3a OJ/HY OIIepaIjiio MOXKHO BbIOGPATH YIIOPSAZA0UYEHHYIO TPOHKY
ruphb (A, B,C) U y3HaTh, BepHO JM yTBepxeHue «m(A) < m(B) < m(C)» (rme m(X)
o6o3HayvaeT Bec rupu X). MOXKHO JIM 32 9 TaKUX OIepariyil y3HaTh IIOPsI0K BECOB TNPh?

B psaz BeUIOXKEeHBI 18 BU3yaJbHO Hepa3IMYMMBbIX JeTaieil. 113BecTHO, YTO KaKue-TO TpU
IO PSAJT JIeXKAIIME IeTaIN — OpaKOBaHHBIE, M BECAT IT0 99 T, a BCce OCTa/IbHbIE BecAT 10 100 T.
B HamIem pacropspKeHUH eCThb 3JIEKTPOHHBIE BECHI, Ha KOTOPhIE MOXKHO ITOJIOKUTD JTF0O0H
Habop JleTayeil, 1 OHU MOKaKYT CyMMapHBIi Bec. Kak 3a /iBa B3BEIIMBaHUS BBISICHUTH,
KaKye UMEeHHO JleTai 6paKkoBaHHbIE?

Ectp xiyteT4aras gocka 2022 X 2022. [luma CTaBUT B k KJIETOK IO jieTeKTopy. 3aTeM Ko-
JIg pacIioyiaraeT Ha IocKe KJIeT4aThlii kopa6sib B hopMe KkBasipaTa 1500 X 1500. leTeKTop
B KJIETKe coo011aeT JluMe, HaKphITa 5Ta KJIeTKa Kopa6ieM Wid HeT. ITpyu KakoM HalIMeHb-
meM k /IJiMa MOXKET PacIlOJIOXKHUTh JeTeKTOPBI TaK, YTOObI TapaHTUPOBAHHO BOCCTAHO-
BUTbH pacIioyiokeHre Kopa6iisi?

B marasune npogaércs 100 asepeii, IpOHYMepOBaHHBIX uncaamu ot 1 1o 100. Ects 100
KJII0Yel; y KXol ABEpY CBOM KJIF0Y, OTIIMPAIOIINI TOIBKO 3Ty BePb. Kulrouu ToXxe mpo-
HyMepOBaHBI 0T 1 10 100, HO ¢ OIIMOKaMK: HOMeD JIF0OO0T0 KJII04a COBIAAAET C HOMEPOM
OTKPBIBAEMOII UM JIBEpH JIMOO0 OTJIMYaeTcCsd Ha 1. 3a OQHO IOIBITKY pa3peIiaeTcs IOIpo-
60BaTh OTKPBITH OIHY JII00YIO ABEPH OHUM JIFOOBIM KJII0UOM. 3a KaKoe HalMeHbIIIee Yrc-
JIO MOTIBITOK MOYKHO rapaHTHMPOBAaHHO y3HaTbh, KAKOH KJII0Y KAaKyIO IBEPb OTKPbIBAeT?

source:combinatorics/information-g8M-2.tex



% $date$groups:
%   g8Mr1: 2022-12-08 p1
%   g8Mr2: 2022-12-08 p2

\worksheet{Информационные соображения}

% $authors:
% - Андрей Юрьевич Кушнир

% ключи туртор
% поиск разрезания домино
% детали Пети
% радиоактивные шары
% гирьки 120 = 20 и 100
% 12 монет, ищем одну тяжелее либо легче
% якубович 9 банок
% обезьяна с кокосами
% поиск корабля с региона
% крыс-пробирок не будет

\begin{problems}

\item
Имеется набор из~$65$~монет, среди которых ровно одна фальшивая и~весит легче
остальных.
В~нашем распоряжении есть \emph{неуверенные двухчашечные весы,} при
использовании которых можно определить, на~какой из~чаш груз не~тяжелее, чем
на~противоположной
(в~случае равенства грузов на~чашах весы могут показать на~любую чашу).
За~какое наименьшее число взвешиваний нам гарантированно удастся найти
фальшивую монету?

\item
Есть двухчашечные весы и~$k$~монет, из~которых ровно одна фальшивая, которая
отличается по~весу от~настоящих.
Можно~ли за~три взвешивания определить, какая из~монет фальшивая и~легче она
или тяжелее настоящей, если
\\
\subproblem $k = 14$;%
\qquad
\subproblem $k = 12$;%
\qquad
\subproblem $k = 13$?

% \item
% Для какого максимального~$k$ в~условиях предыдущей задачи можно
% за~два взвешивания найти фальшивую монету, если не~требуется установить, легче
% она или тяжелее настоящей?

% \item
% Есть
% \\
% \subproblem $10$~шаров%
% \qquad
% \subproblem $11$~шаров,
% \\
% из~них два радиоактивны.
% Про любое множество шаров можно за~одну операцию узнать, есть~ли среди них
% хотя~бы один радиоактивный (но нельзя узнать, сколько).
% За~какое наименьшее число операций можно найти оба радиоактивных шара?

\item
Таблица $4 \times 4$ разрезана невидимыми разрезами на~доминошки.
За~одну операцию разрешается назвать пару соседних по~стороне клеток таблица
и~узнать, присутствует~ли такая доминошка в~разрезании.
За~какое минимальное число операций можно гарантированно полностью
восстановить исходное разрезание?

\item
Даны $5$~гирь разного веса.
За~одну операцию можно выбрать упорядоченную тройку гирь $(A, B, C)$ и~узнать,
верно~ли утверждение <<$m(A) < m(B) < m(C)$>>
(где $m(X)$ обозначает вес гири~$X$).
Можно~ли за~$9$ таких операций узнать порядок весов гирь?

\item
В~ряд выложены $18$ визуально неразличимых деталей.
Известно, что какие-то три подряд лежащие детали~--- бракованные, и~весят
по~$99~\text{г}$, а~все остальные весят по~$100~\text{г}$.
В~нашем распоряжении есть электронные весы, на~которые можно положить любой
набор деталей, и~они покажут суммарный вес.
Как за~два взвешивания выяснить, какие именно детали бракованные?

\item
Есть клетчатая доска $2022 \times 2022$.
Дима ставит в~$k$~клеток по~детектору.
Затем Коля располагает на~доске клетчатый корабль в~форме
квадрата $1500 \times 1500$.
Детектор в~клетке сообщает Диме, накрыта эта клетка кораблем или нет.
При каком наименьшем~$k$ Дима может расположить детекторы так, чтобы
гарантированно восстановить расположение корабля?

\item
В~магазине продаётся $100$ дверей, пронумерованных числами от~$1$ до~$100$.
Есть $100$ ключей; у~каждой двери свой ключ, отпирающий только эту дверь.
Ключи тоже пронумерованы от~$1$ до~$100$, но с~ошибками:
номер любого ключа совпадает с~номером открываемой им двери либо
отличается на~$1$.
За~одно попытку разрешается попробовать открыть одну любую дверь одним любым
ключом.
За~какое наименьшее число попыток можно гарантированно узнать, какой ключ
какую дверь открывает?
% сделав не более \subproblem 75; \subproblem 74 попыток?

% \item
% Во~время игры <<Поле чудес>> пенсионерка выставила на~барабан
% $9$ визуально неразличимых банок с~соленьями с~весами
% $1~\text{кг}$, $2~\text{кг}$, \ldots, $9~\text{кг}$
% (именно в~таком порядке банки заполнили барабан).
% После игры барабан остановили и~было решено всё это добро определить в~музей
% <<Поле чудес>>.
% Помогите Якубовичу за~два взвешивания с~помощью двухчашечных весов однозначно
% восстановить вес каждой банки.

\end{problems}
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[MaTremaTuueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] A.C.Tyces, M. . TybuHa
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m2 1 Oexabps 2022 2., napa 2

dyHkuyda diiepa

OmpeneseHue. /st HATYPaJIBHOTO 1 0003HAYNM Uepe3 ¢(71) KOTMYECTBO YHCETT, B3AUMHO IPO-
CTBIX C N Y He IPeBOCXOAAIIMX n. OyHKIUS ¢(n) Ha3bIBaeTCs GyHKUuUell Diinepa.

0.

B Tabau1y a X b BeIIKMCaHBI BCe TOCIe[0BaTeIbHbIE YK CIa IOPs] HaulHas ¢ 1, mpudeM
(a,b) = 1.

(a) CkosbKo B TabuIle Yuces1, B3BAUMHO IIPOCTHIX C b?

(6) CKOJIBKO B KXKJOM CTOJIOIIE YMCeJT, B3AMMHO IIPOCTHIX C a?

(B) [JoxaxkuTe, 9TO ecyiv a u b B3auMHO TIpocThl, TO ¢(ab) = ¢(a)ep(b).

(r) [oxaxwmTe, 4o AN n = py' p5> ... pzk (p1s --- » Px — PA3TUYHBIE TTPOCTHIE) BHITIOTHE-
HO
- - -1
o(n) = pI Py T T (o = D(p2 = 1) e (e — 1) =

pe(1- 1) 1 L) (1- L),
b1 D2 Pk
Perrite ypaBHEHUE

@) o) =35 (6) (M) =10;  (B) ¢(n) = 14.

(a) [oxaxwure, 4TO ecIy 1 > 2, TO YUCJIO BCEX MPABUJIbHBIX HECOKPATUMBIX ApoOeit
CO 3HaMEHaTeJIEM N — YETHO.
(6) Haiigure cymMMy BCeX MPaBUJIBHBIX HECOKPATUMBIX Apo6eil co 3HaMEHATeJIEM H.

Iycte 1 =d; <d, < ... < dp = n— Bce JeJIUTEIN YUCIA N. [JOKaXKUTE, YTO

o(dy) + e(dy) + ... + p(dy) = n.

Haiigure Bce GECKOHEUHBIE ITOC/IEOBATEILHOCTH HATYPAIbHBIX YUCENT dg, A1, Ay, ... Ta-
KHe, 4to ag = 1,a; > 1ua, = ¢(a, ;) npu Bcex n = 0.

Mexy AByMsI €TMHUIIAMU TTUIIIETCS TBOUMKA, 3aTEM MEXY JIIOOBIMU ABYMsI COCETHUMU
YUCJIAMU MMUILIETCS UX CyMMa U T. . JIOK&KUTe, YTO YUCJIO 1 B UTOTE OYAET BBITUCAHO
pOBHO ¢(n) pas.

VimeeTcsi GECKOHEYHOE KOJIMUECTBO KAPTOUEK, HA KAKIOH U3 KOTOPBIX HAITMCAHO KaKoe-
TO HATypaJIbHOE YNCJI0. I3BECTHO, UTO JIs1 JIFOGOT0 HATYPAIbHOTO YHCJIA 1 CYLIECTBYIOT

POBHO n KapTO4Y€K, Ha KOTOPBIX HAITMCAHBI AEIUTEIN 3TOT'0 Y1CJIa. Z[OKBB&TB, YTO KaXK10€
HAaTypaJIbHOE€ Y1 CJIO BCTPEUAETCS XOTSL ObI Ha OHHOI‘/)I KapTO4KeE.

source:algebra/number-theory/euler-thereom-g8M/1-euler-function.tex



[MaTremaTuueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] A.C.Tyces, M. . TybuHa
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m2 3 dexabps 2022 2., napa 1

Teopema Jiliepa

0.

HYCTB 1= X <..< fo(n) < n — BCE€ OCTaTKU OT ACJICHNA Ha 1N, B3BAUMHO ITPOCTHBIE C n.
,Z[JIH B3aMMHO ITPOCTBIX @ U N JOKAXXUTE, YTO

(axy) ... - (@Xg(n)) = X1 - Xg(my (mod 1)
U BBIBE/IMTE 13 9TOTO TeopeMy Ditepa: a®™ =1 (mod n).

HaiiguTe Bce Takue a, uto a'® + 1 gesuTcsa Ha 10.

84

Jokaxxkute, uto n®* — n* nenurcs Ha 20400 AJ151 1FO6OTO HaTypaJIbHOIO .

JIOKaXXUTe, 9TO [JIs COCTABHOTO YKC/IA 561 CITpaBe/IiB aHAJIOT Maloi TeopeMbl depma:
ecnu (a, 561) = 1, To BeImosHseTcs cpaBHenune a°®® = 1 (mod 561).

Jloxaxxure, uTo k? + k + 1 He MOYKET JeIUThcsl Ha 101 HY TPy KaKoM 1esioM k.

(a) JlokaxwuTe, 9TO TIPH JTIO60M HEYETHOM /1 9HcyIo 2™ — 1 mesures Ha 1.
(6) [TokaxuTe, 9TO IPH JTFO60M YeTHOM 71 urcio 2 — 1 senures Ha n? — 1.

JlaHO MTPOCTOE HEYETHOE YKCIIO P.

(a) [JoxaxkuTe, 4TO KXKABII POCTOH AETUTENb YUCIA aP — 1 SIBJISIETCS JIETUTEIIEM YHCIIa
a — 1 wiu umeer Buj 2pk + 1 Jist HEKOTOPOTO K.

(6) Jloxa)xuTe, 9TO KaXKbIi IPOCTOH AeuTenb ynciaa aP~! + ...+ a+1 umeer Bug 2 pk+1
JIJIs1 HEKOTOPOTO k WJIM paBeH p.

(B) [Joka)kuTe, YTO MPOCTHIX YHCEJ BUAA 2pk + 1 6ECKOHEUHO MHOTO.

JloKa)kHTe, 4TO ZJIs1 JIF0OOTO M CYILIECTBYET YMCJIO C CyMMOI IUGp 1, Aesislieecs Ha A.

source:algebra/number-theory/euler-thereom-g8M/2-r2.tex



% $date$groups:
%   g8Mr2: 2022-12-03 p1

\worksheet{Теорема Эйлера}

% $authors:
% - Антон Сергеевич Гусев
% - Мария Денисовна Губина

\begingroup
    \ifdefined\mathup
        \providecommand\eulerphi{\mathup{\mupvarphi}}\fi
    \ifdefined\upphi
        \providecommand\eulerphi{\upvarphi}\fi
    \providecommand\eulerphi{\varphi}%

\begin{problems}

\item[0]
Пусть $1 = x_{1} < \ldots < x_{\eulerphi(n)} \leq n$~---
все остатки от~деления на~$n$, взаимно простые с~$n$.
Для взаимно простых $a$ и~$n$ докажите, что
\[
    (a x_{1}) \cdot \ldots \cdot (a x_{\eulerphi(n)})
    \equiv
    x_{1} \ldots x_{\eulerphi(n)} \pmod{n}
\]
и~выведите из~этого теорему Эйлера: $a^{\eulerphi(n)} \equiv 1 \pmod{n}$.

% Альтернативные варианты док-ва:
% \item
% Пусть $\operatorname{\text{\rm НОД}}(a, n) = 1$.
% Рассмотрим ориентированный граф, вершины которого~---
% остатки от~деления на~$n$, взаимно простые с~$n$.
% Проведём ориентированное ребро из~каждого остатка~$x$ в~остаток~$a x$.
% Докажите, что этот граф разбивается на~циклы одинаковой длины.

% Выведите из~этого теорему Эйлера: $a^{\eulerphi(n)} \equiv 1 \pmod{n}$.

% \item
% Пусть $\operatorname{\text{\rm НОД}}(a, p) = 1$ для некоторого простого
% числа~$p$.
% По~индукции по~$k$ докажите, что
% $a^{(p-1) p^{k-1}} \equiv 1 \pmod{p^{k}}$.

% и~выведите из~этого теорему Эйлера: $a^{\eulerphi(n)} \equiv 1 \pmod{n}$.

\item
Найдите все такие~$a$, что $a^{10} + 1$ делится на~$10$.

% \item
% Даны взаимно простые натуральные числа $a$ и~$n$.
% Показателем числа~$a$ по~модулю~$n$ назывется такое минимальное натуральное
% число~$d$, что $a^{d} \equiv 1 \pmod{n}$.
% \\
% \subproblem
% Докажите, что $a^{k} \equiv 1 \pmod{n}$ тогда и~только тогда, когда
% $k$ делится на~$d$.
% \\
% \subproblem
% Докажите, что $\eulerphi(n)$ делится на~$d$.

\item
Докажите, что $n^{84} - n^{4}$ делится на~$20400$ для любого натурального~$n$.

\item
Докажите, что для составного числа $561$ справедлив аналог
малой теоремы Ферма: если $(a, 561) = 1$, то выполняется сравнение
$a^{560} \equiv 1 \pmod{561}$.

\item
Докажите, что $k^{2} + k + 1$ не~может делиться на~$101$ ни~при каком
целом~$k$.

\item
\subproblem
Докажите, что при любом нечетном~$n$ число $2^{n!} - 1$ делится на~$n$.
\\
\subproblem
Докажите, что при любом четном~$n$ число $2^{n!} - 1$ делится на~$n^{2} - 1$.

\item
Дано простое нечётное число~$p$.
\\
\subproblem
Докажите, что каждый простой делитель числа $a^{p} - 1$ является делителем
числа $a - 1$ или имеет вид $2 p k + 1$ для некоторого~$k$.
\\
\subproblem
Докажите, что каждый простой делитель числа $a^{p-1} + \ldots + a + 1$ имеет
вид $2 p k+1$ для некоторого~$k$ или равен~$p$.
\\
\subproblem
Докажите, что простых чисел вида $2 p k + 1$ бесконечно много.

\item
Докажите, что для любого~$n$ существует число с~суммой цифр~$n$,
делящееся на~$n$.

\end{problems}

\endgroup % \def\eulerphi




[MaTremaTuueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] A.C.Tyces, M. . TybuHa
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m2 5 dexabps 2022 2., napa 1

ITokazarenn

Omnpegesenue. [IJ1s1 B3aMMHO IIPOCTBIX @ U 1 ITOKa3aTeJIeM YHCJIa @ II0 MOAYJIIO 1 Ha3bIBaeTCsl
HalMeHbllee HaTypaibHoe d, uto a® = 1 (mod n).

0.

ITycts d — 1MOKa3aTesb @ 110 MOZYJIIO A.

(a) Joxaxure, uro yncia a’,al, a® ..., a%"! garoT pasHble OCTATKY IPH Jle/IleHHHU Ha 1.
(6) Iycte al =1 (mod n). Joxaxwute, uto I gemTcs Ha d.

(B) Hokaxwure, uro a® = a” (mod n) Torga v TOJIBKO TOrza, Koraa s = r (mod d).

(r) Hoxaxkure, uto d neuT o(n).

JlokaxuTe, uto ecat a™ = 1 (mod k) u @ =1 (mod k), To a®™™ =1 (mod k).
Haliigure Bce Takye IPOCThIE p U q, UTO 2P — 1 menutest Ha q v 29 — 1 enuTes Ha p.
ITycts p = 3k + 2 — mpocToe 4ucIo.

(a) Jloxaxure, uTo cpaBHeHMe x> = 1 (mod p) UMeeT eMHCTBEHHOE PEeIlleHUe [0 MO-

JAYITIO .
(6) [ToxaxcuTe, 4TO JyIst JTFOGOTO OCTATKa @ MO MO/ p cpaBHeHMe x> = a (mod p)
VMMEET eZIMHCTBEHHOE PEIIIEHNE 110 MOAYITIO P.

(a) TlycTb p — mpocToe YMCIo U p > 5. IIycTh n — TaKoe HaTypaJbHOE YUCIIO, 9To n +
n3 4+ n? + n + 1 genutca Ha p. JIokaxXuTe, uTO p — 1 e/ IUTCS HA 5.
(6) Hdoxaxxure, 9TO Cpeu umces Buja Sk + 1 6eCKOHETHO MHOTO ITPOCTHIX.

JoKa)XuTe, ITO P JII0O0M HATypaIbHOM 1 4KCyIo 2" — 1 He [ie/IUTCS Ha N.

HaiiTu Bce HaTypasIbHbIE 1 TaKWe, 4To y 1 ¥ 2" + 1 HaGopbI MPOCTHIX JleIuTeseli CoBIIa-
JLAoT.

source:algebra/number-theory/multiplicative-order-g8M/r2.tex



% $date$groups:
%   g8Mr2: 2022-12-05 p1

\worksheet{Показатели}

% $authors:
% - Антон Сергеевич Гусев
% - Мария Денисовна Губина

% Все задачи простые

\begingroup
    \ifdefined\mathup
        \providecommand\eulerphi{\mathup{\mupvarphi}}\fi
    \ifdefined\upphi
        \providecommand\eulerphi{\upvarphi}\fi
    \providecommand\eulerphi{\varphi}%

\claim{Определение}
Для взаимно простых $a$ и~$n$ показателем числа $a$
по~модулю $n$ называется наименьшее натуральное $d$, что
$a^{d} \equiv 1 \pmod{n}$.

\begin{problems}

\item[0]
Пусть $d$~--- показатель $a$ по~модулю~$n$.
\\
\subproblem
Докажите, что числа $a^{0}, a^{1}, a^{2} \ldots, a^{d-1}$ дают разные остатки
при делении на~$n$.
\\
\subproblem
Пусть $a^{l} \equiv 1 \pmod{n}$.
Докажите, что $l$ делится на~$d$.
\\
\subproblem
Докажите, что $a^{s} \equiv a^{r} \pmod{n}$ тогда и~только тогда, когда
$s \equiv r \pmod{d}$.
\\
\subproblem
Докажите, что $d$ делит~$\eulerphi(n)$.

\item
Докажите, что если $a^{m} \equiv 1 \pmod{k}$ и~$a^{n} \equiv 1 \pmod{k}$, то
$a^{(m,n)} \equiv 1 \pmod{k}$.

\item
Найдите все такие простые $p$ и~$q$, что $2^{p} - 1$ делится на~$q$
и~$2^{q} - 1$ делится на~$p$.

\item
Пусть $p = 3 k + 2$~--- простое число.
\\
\subproblem
Докажите, что сравнение $x^{3} \equiv 1 \pmod{p}$ имеет единственное решение
по~модулю~$p$.
\\
\subproblem
Докажите, что для любого остатка~$a$ по~модулю~$p$ сравнение
$x^{3} \equiv a \pmod{p}$ имеет единственное решение по~модулю~$p$.

\item
\subproblem
Пусть $p$~--- простое число и~$p > 5$.
Пусть $n$~--- такое натуральное число, что $n^{4} + n^{3} + n^{2} + n + 1$
делится на~$p$.
Докажите, что $p - 1$ делится на~$5$.
\\
\subproblem
Докажите, что среди чисел вида $5 k + 1$ бесконечно много простых.

\item
Докажите, что при любом натуральном~$n$ число $2^{n} - 1$ не~делится на~$n$.

\item
Найти все натуральные~$n$ такие, что у~$n$ и~$2^{n} + 1$ наборы простых
делителей совпадают.

\end{problems}

\endgroup % \def\eulerphi




[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] Omutpuii AnekcaHaposuy Kopo6uubiH
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m2 7 dekabps 2022 2., napa 1

KBagpaTtHbIil TpEXUIieH

1.

BepHo Jiu, uto ecaiu b > a+ ¢ > 0, To KBaJpaTHOe ypaBHeHue ax? + bx + ¢ = 0 uMeer JBa
KOpH#A?

KopHu ypaBHeHHUs X2 + ax + b + 1 ABJIAOTCSA HATYPaJbHBIMHU YUCAAMHU. JIOKQXKUTE, YTO
a? + b?> — cocTaBHOE YHCJIO.

JIéua Hamycas Ha IocKe 5 LesIbIX uyrcesl — K03(hdUIIMEeHTbl U KOPHU KBa/paTHOI'O TPEX-
yseHa. IOpa cTép ogHo 13 HUX. OcTaauch yucia 2, 3,4 1 —5 B KaKOM-TO TopsAjke. Boccra-
HOBUTE CTEPTOE YHCJIO.

Yuuresib HaITMcal Ha JOCKe KBaJipaTHOE ypaBHEHUE Xx%4+10x420 = 0, TocJIe Yero KaXkablii
U3 YUEHUKOB I10 ouepeid yBeJIMUUBaJl WU YMEHbIIAI Ha eIUHUITY JIU60 Ko3(puiiueHt
Ipu x, 6o ciaraemoe 6e3 x. B pesyspraTa Ha Zlocke 0Ka3ajIoCh HAIIMCAHO ypaBHEHHUe
x2 + 20x + 10 = 0. BepHO JiH1, YTO B HEKOTOPHIX MOMEHT Ha JIOCKe GbUIO HATIUCAHO YPAB-
HEHUe C 1[eJIbIMU KOPHAMU?

VpasHeHue X2 + ax + b = 0 MMeeT [[Ba pasJIM4HbIX AeHCTBUTEILHBIX KOPHS. [IOKaXKHTE,
uro ypaBHenue x* + ax3 + (b — 2)x? — ax + 1 = 0 MUMeeT YeThIpe pasJIMIHbIX IeHCTBY-
TeJIbHBIX KOPHSI.

KeagparHbiii TpéxwieH f(x) ©UMeeT pOBHO OUH KOpeHb. KpoMe Toro, ypaBHEHUE
f@2x-3)+fB3x+1)=0

VIMeeT POBHO OJIMH KOpeHb. HalijuTe kopeHb TpexuieHa f(x).

Iyctb f(x) = ax?+ bx + ¢ — KBaJpaTHbIH TPEXWIEH, IPUYEM @, b, ¢ — [eJIble yucaa. Us-
BECTHO, 4TO TpexwieH f(x) u mHorowreH f(f(f(x))) umeror obuuii KOpeHb. JJOKaXHUTE,
YTO 3TH MHOTOWIEHBI UMEIOT OOLIHIA I1eJIBIH KOPEHb.

source:algebra/polynomial/quadratic-g8M/1.tex



[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] Omutpuii AnekcaHaposuy Kopo6uubiH
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m2 8 dekabps 2022 2., napa 3

KBanpatHbIil TpéxuiieH. /lo6aBKa

8.

10.

11.

12.

CyLIeCTByeT JIM KBaJjpaTHBIH TpexdseH ax? + bx + ¢, y KOToporo ko3dpUIMEHTHI a, b, ¢
U KOPHU X, X, 00pa3yIoT (B HEKOTOPOM IIOPSIZIKE) MHO)XXECTBO U3 IISITH I1OCIIEZ0BATEb-
HBIX I[€JIbIX YMCes?

Hatipure Bce dyHKIUU f(X), opefesI€HHbIE NIPU BCeX JIefICTBUTENIBHBIX X, TAKUE, YTO

f+fA-x)=x%

PazymuHbIe HaTypasIbHBIE YUCJIA M U 1 TAKOBBI, UTO y KKIOTO U3 KBaJIPATHBIX YpaBHe-
HUi X2 —mx+n = 01 x> —nx+m = 0110 1Ba pa3TMIHBIX HATYPATbHbIX KOpHsL. HaiinuTe
mu n.

KBazparHslii TpéxwieH f(x) Takoii, 4To ypaBHeHUe f(X) = X He UMeeT KOpHeil. JloKkaKu-
Te, yTo U ypaBHeHUe f(f(X)) = X Tarke He IMeeT KOpHE.

Ha ocu Ox BbIOpaHBI pa3/IMYHbIE TOYKU X1, ... , X, (1 XOTS OBbI 3). PaccMaTpuBaloTCs BCe
BO3MOYKHbIE ITPUBE/EHHbIE KBalpaTHbIe TPEXWIEHS! fi, ... , f5,;, TPaUKU KOTOPBIX Iepece-
KaroT ocb OX B 3TUX TOYKAX U HE TIEPECEKAIOT B IPYI'HX TOUKAX. [IOKQXKUTE, YTO ypaBHEHUE

f1+...+fm=0

HUMEET BA KOPHSI.

source:algebra/polynomial/quadratic-g8M/2.tex



[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] Omutpuii AnekcaHaposuy Kopo6uubiH
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m2 9 dekabps 2022 2., napa 3

I'pacuk kBagpaTHOTO TpPEXUIEHA

1.

(a) CxosbKO OOILIMX TOYEK MOTYT UMETh JiBe I1apaboJIbl, BIsIONIecs rpadKaMy KBaj-
PaTHBIX TPEXWIEHOB B OAHOM U TOM >ke crucTeMe KOOpAUHAT?

(6) Yepes Touky A mapaGosisl IPOBEJIeHbI BCe BO3MOXKHBIE TIpsiMble. CKOJIBKO M3 HUX
HUMeI0T ¢ 1apabosI0ii TOJIBKO OZ/HY OOIIIYI0 TOUKY?

I'pacduk IpuBeAEHHOIO KBaZIpaTHOIO TPEXUJIEHa IepecekaeT ocb OX B ABYX IIEJIbIX TOY-
KaX, pacIlOJIOXKEHHBIX JIpyr OT Jipyra Ha pacCTOsAHUMU 2. YeMy paBeH JUCKPUMUHAHT 3TOr0
Tpé€xuieHa?

2

IIpsimas nepecekaeT rpaduk QyHKIMU y = X~ B TOYKax c abCIUCCaMM X; U X,, @ OCb
1

Y 1 1
aberuce — B TOUKe € a6CHUccol X3. JIOKaKHTe, 9TO + + — = 1.
1 2 3

Jloxaxxure, uto ecu c(a + b + ¢) < 0, To ypaBHeHMe ax? + bx + ¢ = 0 UMEET KOPEHb.
JIMHBI CTOPOH MHOTOYTOJIBHUKA PaBHBI A1, Ay, ... , dy,. KBaApaTHBIHN TpexwieH f(x) Ta-

KoB, 4T0 f(a;) = f(a, + ... + a,). [lokaxure, 4To ec A — CyMMa JJIMH HECKOJBKUX
CTOPOH MHOTOYTOJIbHUKA, B — CyMMa JIJIMH OCTaJIbHBIX €r0 CTOpoH, TO f(A) = f(B).

IIpuBeeHHBII KBaJPAaTHBIN TPeX4IEH C LeJbIMU KO3 (PUIIMEHTaMU B TPeX I10C/IeA0Ba-
TeJIbHBIX I[eJIbIX TOUKaX IPUHUMAET IIPOCThIe 3HauUeHusl. JJoOKaXKuTe, YTO OH IPUHUMAET
MIPOCTOE 3HAYeHME 110 KpaliHeli Mepe ellle B O[HOM 11eJI0i1 TOUKe.

KsagparHsriii Tpéxuien f(x) = ax? + bx + ¢, rie a > 0, UMeeT MOJIOKUTENbHBIIA KOPEHb.
JoxaxuTe, yto ypaBHeHue f(f(...f(x)...)) = x (2000 urepariuii) UMeeT pelIeHUe.

source:algebra/polynomial/quadratic-g8M/3-graph.tex



[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] Omutpuii AnekcaHaposuy Kopo6uubiH

[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8M2 10 dekabps 2022 2., napa 2
3agayu rpo pyHKIIMHU

1. /[lokaxuTe HEpaBEeHCTBO a® + ab + b* > 3(a + b — 1).

2. Ilyctb a, b, ¢, d, e 1 f — HekoTopsbIe Yuca, mpudeM ace # 0. VI3BeCTHO, YTO 3HAYEHUS
BBIpaXXeHUH |ax + b| + |cx + d| u |ex + f| paBHBI IpU BCeX 3HaYEHUAX X. JIOKaXKUTe, UTO
ad = bc.

3. Haiigure Bce Takue GpyHKUMH f(X), OIpesiesIEHHbIE ITPU BCEX X # 1, YIOBJIETBOPSIOIINE
COOTHOILIEHUIO x+1

x—1 —f(x)=x.
(= Df (357) - £

4. JIBa MpUBEJEHHBIX KBAPATHBIX TpExwieHa P(x) u Q(x) momo6paHbl TaK, YTO ypaBHEHHE
P(Q(x)) = Q(P(x)) He nMeeT KOpHEM. MOIYT JIM 3TU TPEXWIECHBI UMETh OIMHAKOBBIE CBO-
OOJIHbIE YJIEHBI?

5. JlaH KBajipaTHBIH TpexuieH P(x) = x? + px + q C BelleCTBeHHBIMHU K03 (hUIIMEeHTaAMMU.

U3BecTHO, uTO P(X) MMeeT ABa KOPHs, 06a ero KOpHsI MeHbllle —1, a MOAY/Ib Pa3HOCTH
MEX]y KOpHSIMHU MeHblle 2. Jlokaxxure, uto P(P(x)) > 0 7151 BCex X.

source:algebra/mixture-g8M-functions. tex



% $date$groups:
% # g8Mr1: null
%   g8Mr2: 2022-12-10 p2

\worksheet{Задачи про функции}

% $authors:
% - Дмитрий Александрович Коробицын

\begin{problems}

\item
Докажите неравенство $a^2 + a b + b^2 \geq 3 (a + b - 1)$.
% Книжка со Всеросами — № 1

\item
    \providecommand\abs[1]{\lvert #1 \rvert}%
Пусть $a$, $b$, $c$, $d$, $e$ и~$f$~--- некоторые числа, причем
$a c e \neq 0$.
Известно, что значения выражений
$\abs{a x + b} + \abs{c x + d}$ и~$\abs{e x + f}$ равны при всех
значениях~$x$.
Докажите, что $a d = b c$.
% Книжка со Всеросами — № 237.

\item
Найдите все такие функции~$f(x)$, определённые при всех $x \neq 1$,
удовлетворяющие соотношению
\[
    (x - 1) f\left( \frac{x + 1}{x - 1} \right) - f(x) = x
\mathrlap{\, . }\]
%Книжка со~Всеросами - №46.

\item
Два приведённых квадратных трёхчлена $P(x)$ и~$Q(x)$ подобраны так, что
уравнение $P(Q(x))=Q(P(x))$ не~имеет корней.
Могут~ли эти трёхчлены иметь одинаковые свободные члены?

\item
Дан квадратный трехчлен $P(x) = x^2 + p x + q$ с~вещественными коэффициентами.
Известно, что $P(x)$ имеет два корня, оба его корня меньше~$-1$,
а~модуль разности между корнями меньше~$2$.
Докажите, что $P(P(x)) > 0$ для всех $x$.
% Кубок Колмогорова — 2021, 9 кл. 3 тур

\end{problems}




[MaTtemaTmueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] A. A.TloHomapes, M. E. Knucenés
[1—24 dekabps 2022 2.] rpynna: 8M2 2 dekabpsi 2022 e., napa 3

Brincanssble yribl. Cuer gyr

VTBepx/ieHNe 0 IIeHTPaIbHOM yIvIe. I[eHTpasbHbII yros B iBa pa3a 60JIbliie BIIMCAHHOTIO.
VTBepkaeHNe 0 BIIMCAHHBIX yIVIaX. YIVIbl, OIIMpPAOLMecs Ha PaBHbIE [yI'Y, PAaBHBI.

BaxkHslii ¢akT. IIycTb Touku A, B, C, D jiexar Ha OKPY>KHOCTH 2 (MMEHHO B TaKOM IOpsiAi-
ke!). Torza yros Mmexxay npssMeiMu AC 1 BD paBeH riosrycymme Mep ayr AB u CD, yroJ1 Mexzay
npsambeiMu AB CD paseH nosypasHocTu gyr AB u CD.

1. IlecruyrosbHuk ABCDEF BIINCaH B OKPYXXHOCTb. Jloka3aTe, uTo LA + £C+ £LE = ZB+
4D + ZF.

2. Touku M u N — cepeiHBI «MEHbIIE» U «60bIIeii» yr BC onrMcaHHO# OKPY)KHOCTHU
HepaBHOGe[peHHOT0 TpeyroabHUKa ABC COOTBETCTBEHHO. JJOKa)XXUTE, YTo IpsAMasi AM —
6uccextpuca yria BAC, a mpsamasi AN — GuccekTprca BHelllHero yria BAC.

3. TpeyronsHuk ABC BIMCaH B OKPY>KHOCTb w. BUCCEKTPUCHI yIIOB B 1 C mepeceKaroT
B TOYKax B; U C; COOTBETCTBEHHO. JJoKa)xuTe, 4TO O0Tpe30K B C; OTCEKaeT OT TPEYroJib-
HUKa ABC paBHOOGEAPEHHBII TPEyroJbHUK.

4. Tpanenusa ABCD c ocHoBaHusAMU AD 1 BC BIIicaHa B OKPY>KHOCTSB € IieHTpoM O. /lnaro-
Hanu AC u BD niepecekarorcs B Touke P. Jlokaxxure, yTo LAPB = ZAOB.

5. B OKpy>XHOCTH w IIpOBeZieHa Xopfa AB, Ha KOTOpoil oTMedeHa Touka K. OKpy>KHOCTB,
npoxogdinas yepe3 Touku O, A U K, BTOpUYHO IepeceKaeT w B Touke X. /lokas3aTh, 4TO
TpeyroapHUK BKX paBHOOEAPEHHBII.

6. Touxka D — oTpakeHHE BEpUIMHBI A OCTPOYrOJIBHOTO TPeyroJbHUKa ABC OTHOCUTEJIb-
Ho cropoHb! BC. Otpesku BD u CD nepeceKaroT OIIMCAHHYIO OKPY>KHOCTb TPEYTOJIbHUKA
ABC B Toukax P u Q cooTBeTCTBEHHO. [JOKa)XUTe, YT0 AD — GuccekTpuca yria PAQ.

7. BHYTpU OCTPOYrOJILHOrO TpeyroJbHUKa ABC HalwIach Takas Todka T', 4To
4BTC = ZBAC +60°, «CTA = «CBA+60°, ZATB= £ACB+60°.

Jlyun AT, BT, CT npof/iuIu o IiepecedeHus ¢ OIIMCAaHHOM OKPY>KHOCTBIO TPEYTOJIbHU-
ka ABC. JIokaxxuTe, YTO IIOJIyueHHble TOUKU IepeceueHus: 00pa3yloT paBHOCTOPOHHUIM
TPEYTOJIbHHUK.

8. [laH BNMCaHHBIN YeTbIpexyroJbHUK ABCD. IIpoTUBOII0/I0XKHbIE CTOPOHBI AB 1 CD nipu
IIPOZIOJDKEHUU TlepeceKaroTcs B Touke K, crTopoHsl BC 1 AD — B Touke L. JJOKaXUTe, YTO
6uccexTpucsl yroB BKC 1 BLA niepnieH/JUKy/ISpHEL

9. B tpeyronpHuke ABC (AB < AC) npoBefeHa 6rccekrpuca AL. IlepreHJUKy/IsIp U3 TOU-
k¥ L Ha ripsimyto AC mepeceKkaeT «MeHbIIYI0» Ayry AC ONMCaHHON OKPYXXHOCTH (2 Tpe-
yronpHUKa ABC B Touke D. [leprieHAUKYJIAp U3 TOYKU A Ha IIpsIMy10 BD miepeceKaeT CTo-
poHy BC B Touke K. JlokakxuTe, 4T0o ToUkH D, K 11 cepeAiiHa «MeHblleii» 1yru BC okpyx-
HOCTH (2 JIe)KaT Ha OHOH IIPSIMO.



source:geometry/inscribed-angles-g8M/1-arc.tex



[MaTtemaTmueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] A. A.TloHomapes, M. E. Knucenés
[1—24 dekabps 2022 2.] rpynna: 8M2 3 dexabps 2022 2., napa 3

BrircanHbie YIVIBI U YETHIPEXYTOJIbHUKN

1.

Touka K — cepeiriHa «MeHbllell» Tyru AB BIIMCAHHOTO YeThipexyroabHuka ABCD. Xop-
a6l CK n AB niepecekaroTcs B Touke P, xopzbl DK 1 AB miepecekarorcs B Touke Q. Jloka-
3aTh, YTO YeTbIpexXyroJbHUK CPQD BIUCaHHBIH.

U3 BepunHbI A KBajgipata ABCD mIpoBe/IeHbI JIy4U, 06pasyIolire MeXy co00k yroa 45°.
OnuH 13 HUX IlepecekaeT AuaroHanb BD B Touke M, apyroii — ctopoHy CD B Touke N.
Haittu BestmuuHy yriia AMN.

B octpoyronsHOM TpeyronbsHuke ABC ¢ yrioM £ZA = 60° otMedeHsl Touku H, I, O — op-
TOIIEHTP Y LIEHTPHI BIMCAHHOU 1 OITMCAaHHOU OKPY>KHOCTEH COOTBETCTBEHHO. JIoKaXKHTe,
YTO OIHCaHHAas OKPY>KHOCTb TpeyrojabHuKa HIO IpoXoAuT uepes BepllrHy B.

B oxpy>xHOCTM IIPOBEZIEHEI /IBE IIepeceKaroiyecs Xopasl AB u CD. Ha orpeske AB B3
TO4Ky M Tak, yto AM = AC, a Ha orpe3ke CD — Touky N TakK, uto DN = DB. Jlokaxxure,
YTO ecsiv TOYKu M u N He COBIA/IafoT, TO npsiMmasi MN mapajiienbHa mpsiMoit AD.

B OKpY>KHOCTh BIIMCAH BBIMYKJIbIN MATUYroabHUK ABCDE. U3BecTHO, uTo AE = DE.
HMuaroHamn AC u BD mepecekaroTcs B Touke P. Ha npogomkeHun cTopoHsl AB 3a ToY-
Ky A oTMeueHa Takad Touka Q, yTo AQ = DP. Ha npopospxeHuu ctopoHsl DC 3a Touky D
OoTMedeHa Takast Touka R, uto DR = AP. [lokaxxuTe, uto PE 1 QR.

Ha omnucaHHOI OKPY)>XHOCTH @ TpeyrosibHuKa ABC BbIOpaHa IIpOM3BOJIbHAS TOUKa M.
Touku P 11 Q Ha OKPY>KHOCTH @ TakoBbI, yTo CP L AM, CQ L BM. loka3ats, uTo PB || QA.

Ha guaronanu AC pom6a ABCD B3sTa IIpOU3BOJIbHAS TOUKA E, OIMYHAst OT To4eK A U C,
a Ha npsMbIX AB 1 BC — Touku N 1 M COOTBETCTBEHHO TaK, YTo AE = NE u CE = ME.
ITycte K — TOuKa nepecedyeHust npsamMbix AM u CN. [lokaxxute, 4To TOUKU K, E 11 D nexxar
Ha OJHOI IPSIMOIA.

source:geometry/inscribed-angles-g8M/2-quadrilateral.tex



[MaTtemaTmueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] A. A.TloHomapes, M. E. Knucenés
[1—24 dekabps 2022 2.] rpynna: 8M2 4 dekabpsi 2022 e., napa 1

BrircanHbie IMIPSAMBIEC YIJIbI

1.

Ha BricoTe AA; ocTpoyroJibHOro TpeyroasHuka ABC otmedena Touka D. ITycts P u Q —
npoeknyu Touku D Ha npsimble AB 1 AC COOTBETCTBEHHO. [loKa)xuTe, YTO TOYKU B, C, P
U Q JIe)KaT Ha OfHOI OKPY>KHOCTH.

AA;1, BB; u CC; — BBICOTBI OCTPOYIOJIBHOI'O TpeyrosibHuKa ABC. W — To4YKa, CUMMeT-
prYHas A; OTHOCUTENIBHO CTOPOHBI AC. [lokaxkute, 4yTo By, C; 1 W jiexxaT Ha OfHOH IIps-
MOIA.

Beicotsl BB; 1 CC; 0CTpOYyroIbHOTO TpeyronbHuKa ABC nepecekatoTcs B Touke H. Tou-
Ka E — LIeHTp OIIMCaHHOM OKPY>KHOCTH TpeyroibHuka BHC. [Jokaxute, 4ytro EH 1 B, C;.

JloKka)xuTe, YTO YeThIpe MPOEKIIUU OCHOBaHUA A BBICOTbI AA; OCTPOYIOJIBHOT'O TPEYIOJIb-
HuKa ABC Ha cTopoHbl AB, AC 1 Ha BbICOTHI BB;, CC; J1e)KaT Ha OJHOI IPIMOH.

ITycts AA; 1 BB; — BBICOTHI TpeyroabHuKa ABC, P 1 Q — IIPOEKIIUY TOYKH A; Ha CTOPO-
Hbl AB 1 AC COOTBETCTBEHHO. JIOKaXXUTe, UTO IpsAMas PQ AenT 0Tpe30K A, B; momosiam.

JoKaXKuTe, YTO B JIFOOOM OCTPOYTOJIbHOM TPEYroJIbHUKE CepPeINHbI IBYX BbICOT, OCHOBA-
HUe TpeTbell U OPTOLIEHTD JIeXKaT Ha OHOH OKPY>KHOCTH.

Touka M — cepepnHa ocHOBaHUS BC paBHOOeApeHHOro TpeyroabHuka ABC. Touka P
TaxKoBa, 4To npsimbie PA u BC mapasuienbHbl. Touky X v Y BeIOpaHbI HA ITPOIODKEHU-
six PB n PC 3a Touku B u C COOTBETCTBEHHO TaK, UT0 LPXM = «PYM. Jlokaxute, 4TO
YETBIPEXYTOJbHUK APXY BIIMCaH.

source:geometry/inscribed-angles-g8M/3-right-angle.tex



[MaTtemaTmueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] A. A.TloHomapes, M. E. Knucenés
[1—24 dekabps 2022 2.] rpynna: 8M2 5 dexabps 2022 2., napa 2

ITpo GucceKTPUCHI U cepIiephl

1.

B TpeyrosbHuke ABC Touka I, — LIEHTP BHEBIIMCAaHHON OKPY>XHOCTH, Kacaroleiics cTo-
poHbI BC. JIoka)KuTe, YTO LEHTDP ONKMCAaHHOI OKDPYXHOCTH TpPEyroJbHUKa ABI, JIeXXUT
Ha OIIMCAaHHOU OKPY>KHOCTHU TpeyrojbHuKa ABC.

Buccektprica BHeNIHero yria A tpeyroabHuka ABC (AB < AC) riepeceKaeT ero OIMCaH-
HYIO OKPY>KHOCTb B Touke N. Touka X — mnpoekuus N Ha cTopoHy AC. JJoKaXuTe, 4TO
AB +AX = XC.

Tpaneuusa ABCD c ocHoBaHussMu BC u AD takoBa, yTo AB = BD. Ha cTtopoHe AB Ha-
nwtack Takas Touka K, uro CK = CD. JJoKa)XUTe, 4TO YeThIPeXyroJbHUK BCDK MOXXHO
BIIMCaThb B OKPY>KHOCTb.

BHYTpH BBIIYKJIOTO YeTBIPEXyrobHUKAa ABCD HallIach Takasi TO4Ka P, YTO BBIIIOJIHS-
IOTCS paBEHCTBA

ZPAD : ZPBA : ZzDPA=1:2:3=«CBP : «BAP : ZBPC.

JOKa)XUTe, YTO BHYTPEHHHE GHCCEKTPHUCHI yIiI0B LADP 1 ZBCP U cepelUHHBIH NlepIieH-
JUKYJISIp K OTpe3Ky AB IepeceKaroTcs B OFJHOH TOUKe.

OKpY>XHOCTB (2 OIMCaHa OKO0JIO OCTPOYTOJIbHOIO TpeyrojbHUuka ABC. Ha cropoHe AB BbI-
OpaHa Touka D, a Ha ctopoHe AC — Touka E Tak, yto BC || DE. Touku P u Q Ha «MeHb-
mreit» gyre BC oKpy>KHOCTH (2 TakoBbl, uTo DP || EQ. Jlyuu QB 1 PC mepeceKaroT Ipsi-
Myro DE B Toukax X U Y COOTBETCTBEHHO. JJokaxxure, yTo £XAY + 2ZPAQ = 180°.

source:geometry/arc-midpoint-g8M-1.tex



[MaTtemaTmueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] A. A.TloHomapes, M. E. Knucenés
[1—24 dekabps 2022 2.] rpynna: 8M2 7 dekabps 2022 2., napa 3

OpToOLIeHTP U OPTOTPEYTOJIBHUK

1.

A

OTpakeHUe OPTOIeHTpa.

(a) OproLEeHTp TPEYTroNbHIKA OTPA3UIM OTHOCH-

TeJIbHO OJJHOM U3 er0 CTOPOH. JIOKaXKHTe, UTO MOJTy-

YeHHas TO4YKa I10I1aJIa Ha OITMCAHHYI0 OKPY)KHOCTb

TPeyroJbHUKA. 0o

(6) OpToLEeHTp TpeyroJabHUKa OTPa3UIN OTHOCU- H
TEJIbHO CepeAMHBI OJHOM U3 ero CTopoH. Jloka-
KUTe, 9TO TIOTyYeHHasd TOUKa 10TIa/la Ha OIHCaH- g C
HYIO OKPY>KHOCTb TPeyroJIbHUKA U JUAMETPAJIbHO
IIPOTHBOIIOJIOXKHA O/{HOM JIeXKalleit HAIIPOTHB Bep-
IIMHE.

A

G BBICOTBI TpEeyrojbHHKa — 3TO OHCCEKTPHICHI OpPTOTpe-
B; YTOJIBHUKA.
ITyctb AA;, BBy, CC; — BBICOTHI TpeyrosibHuKa ABC. JlokaXu-
Te, uTo A; A — GUCceKTpuca TpeyroJbHuKa A, B; C;.
B A C

BHUMATEIbHO TOCMOTPUTE Ha KAPTUHKY BBIIIIE U JIOKKUTE, UTO

(a) paguychl OKpY>KHOCTE, OIMCAaHHBIX OKOJIO TPeYroabHUKOB ABC, AHB, BHC n AHC,
PaBHBI MEX/1y COOOIA.

(6) paccrostHMe OT BEPUIMHBI A [0 OPTOIIEHTPa BABOe OOJIbIIE PACCTOSHUSA OT I[eHTpa
OITMCAaHHOU OKPY)KHOCTH JI0 CTOpPOHBI BC.

(B) «BAO = £CAH.

B ocTtpoyrosibHOM TpeyronbHuke ABC mpoBefieHbl BbICOTEI AA;, BB, u CC;. Ha orpes-
ke A, C, BeIOpan Takue TOYKU A, u C,, 9TO OTpe3oK B A, aenutcs BbicoToit CC morio-
JIaM U TlepeceKaeT BhICOTY AA; B Touke K, a 0Tpe3ok B, C, IeJTUTCS BBICOTOI AA; TIoToIam
u nepecekaet BbicoTy CC; B Touke L. J[lokaxure, yto KL || AC.

BoicoTs! BB; 11 CC; OCTpOYroJIbHOTO HepaBHOOEIPEHHOTO TpeyroabHuKa ABC nepeceka-
10TCA B Touke H. OnucaHHas OKPY>XHOCTh TpeyroJibHuKa AB; C) TiepeceKaeT OIMCaHHYIo
OKPY>XHOCTb TpeyrosibHuka ABC BTopru4HO B Touke K. Jlokaxxure, 4yTo nipaMasd KH feur
oTpe30K BC mornosaM.

Ha croponax AB u AC oCcTpOyroJIbHOro TpeyrojbHuka ABC HalUIUCh Takyie TOUKU M u N
CO0TBEeTCTBEHHO, UTO MC = AC u NB = AB. Touka P CMUMMETpHU4YHA TOUYKE A OTHOCUTEJIb-
Ho nipsiMoii BC. Jlokaxkure, uto PA — 6uccekrpuca yria MPN.

BeicoTs! ocTpoyrosibHOro TpeyrosabHuka ABC nepecekaroTcs B Touke H. Ha orpeskax BH
u CH oTMeueHbl TOUKU B; u C; COOTBETCTBEHHO Tak, uto B;C; || BC. Oka3ajnock, 4TO
LIEHTP OKPY>KHOCTH (@, OITMCAHHON OKOJIO TpeyroabHuKa B HCy, nexuT Ha npsmoii BC.
JIOKa)XUTe, UTO OKPY>KHOCTD, OITMCaHHAs OKOJIO TpeyroabHuKa ABC, KacaeTcsl OKpy>KHO-
CTH .



source:geometry/orthocenter-g8M/1.tex
source:geometry/orthocenter-g8M/reflections.asy

source:geometry/orthocenter-g8M/altitude-bisector.asy



[MaTtemaTmueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] A. A.TloHomapes, M. E. Knucenés
[1—24 dekabps 2022 2.] rpynna: 8M2 8 dexabps 2022 2., napa 1

Mo6uBKa (OpTOIIEeHTP)

1.

B ocrpoyrosbHOM TpeyrosbHuke ABC oTMeuYeHbl opToleHTp H u cepeaunHa M cTopo-
Hbl BC. IIpsimas, mpoxogaamias yepe3 H v nepneHAUKyIsapHas HM, nepecekaer NpsiMble
AB u AC B Toukax C; 4 B; COOTBETCTBEHHO. [IOKa)KUTe, YTO TOUKa H — cepeluHa OTpe3-
Ka B; C;.

TIpsimMast, mpoxoAsIas yepes LeHTpP OIIMCAHHOM OKPY>KHOCTH U OPTOLIEHTP TPEYroOJIbHUKA
ABC, nnepecekaeT cTopoHbl AC U BC B Toukax P 1 Q COOTBETCTBEHHO. 13BeCTHO, uTO CP =
CQ. Jokaxkute, uto LACB = 60°.

Touxku U u V — nipoekuuu oproLeHTpa H TpeyrosibHUKa ABC Ha BHYTPEHHIOIO U BHEIll-
HIOI GHICCEKTPUCHI yIyia A COOTBETCTBEHHO. JIOKaKUTE, YTO MpsiMast UV TIpoXoquT yepes
cepeiuHy CTOpoHbI BC.

source:geometry/orthocenter-g8M/2.tex



[MaTtemaTmueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] A. A.TloHomapes, M. E. Knucenés
[1—24 dekabps 2022 2.] rpynna: 8M2 9 dexabps 2022 2., napa 2

JlemMa o Tpe3yOiie

1.

JlemMma o Tpe3yo1ie extended.

(a) BHyTpeHHsIs OucceKTpurca yvia A TpeyrojbHUKa ABC ImepecekaeT OMKCAHHYIO BO-
KpyT HETr0 OKPY>KHOCTBb B Touke W. Touka I — I|eHTp BIIMCAaHHOU B TpeyroJbHUK ABC
OKpPY>KHOCTH. Jloka3aTp, 4To oTpe3ku WB, WC u W1 paBHBIL

(6) BHemHss 6ucceKTpuca yIia A TpeyroabHuKa ABC niepeceKaeT OMHMCAHHYIO BOKPYT
HEro OKpy>KHOCTb B Touke N. Touku I, 1 I, — IIeHTpbl BHEBIIMCAaHHBIX OKPYXKHOCTeH Tpe-
yrosibHUKa ABC, kacaromuxcs ctopoH AC 1 AB COOTBETCTBEHHO. [I0Ka3aTh, YTO OTPE3KU
BB, BC, NI, u NI, paBHBL

OTpe30K, COeJUHSIOIINI cepeZiMHbI «MeHbIINX» 1yT AB 1 AC OIMCaHHOH OKPYKHOCTH
TpeyrosbHuKa ABC, nepecekaeT cTopoHbsl AB 1 AC B Toukax P ¥ Q COOTBETCTBEHHO. [l0-
KaxuTte, uT0 APIQ — poM6, rje I — I[eHTp BIMCAHHOM B TpeyroJbHUK ABC OKPY>XHOCTH.

Touka I — IJeHTp BIIMCAaHHON OKPY>KHOCTHU TpeyroabHuka ABC, Touka M — cepefyHa
croponsl AC, a Touka W — cepeaniHa He cofiepokaieid C ayru AB OIMCaHHOM OKPYXKHO-
cru. Okasanoce, yTo LAIM = 90°. B kakoMm OTHOLIEHUH [ AeauT oTpe3ok CW?

Touka I — 1]eHTp BIIMCAaHHOH OKPY>KHOCTU TpeyrojbHuKa ABC. BHyTpu TpeyrojbHUKa
BbIOpaHa To4yka P Takas, 4To

£4PBA + £PCA = £PBC + «PCB

Joxaxure, yTo AP > Al, IpyuyeM paBeHCTBO BBIMIOJHSAETCSA TOIIA U TOJIBKO TOIZA, KOrjia
P coBmapaer c I.

Yepes cepeaunbl ayr ABC, ACB, BAC mipoBeJy TIpsiMble, MapajliesibHble GUCCEKTPUCAM
yrioB B, C, A COOTBETCTBEHHO. JJOKa)KHTe, UTO 3TU TPU MpsSMble IlepeceKaroTcs Ha IIpsi-
MO, cozieprkallieil IeHTPbI BIMCAHHOU U OIIMCAHHOU OKPY>KHOCTEH.

Ha «menbpmux» gyrax AB 1 AC OIIMCaHHOUN OKPY>KHOCTH TpeyroJbHUKa ABC 0TMedeHbI
Touku S U T COOTBETCTBeHHO Tak, 4To ST || BC. JIoka)xuTe, YTO IEHTPhI BIHCAHHBIX
OKpY>KHOCTell TpeyroabHUKOB ASB 1 ATC paBHOy[aJIeHbl OT cepeJuHbl Jyru BAC.

source:geometry/arc-midpoint-g8M-2-trident.tex



[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] AHgpeli FOpbeBuy KyLuHmup
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m2 1 dexabps 2022 2., napa 1

BocnmomuHanus o rpadax

1.

HapucoBaH BBIIYKJIBIH N-yTOJIBHUK (1 > 3), pa30UThIil HeTlepeceKaroI[MMHUCS JUaroHa-
JISIMU Ha TPEYTOJIbHUKH.

(a) CkosbKO AMaroHaJIel MpoBeieHo?

(6) MorIo Jiv TaK 0Ka3aThCsl, YTO CTOPOHBI U IMATOHAIA MOXKHO PACKPACUTD B YKEITHII
U KPaCHBIH I[BETA TaK, YTOOBI )KYK MOT ITPOTIOJI3TH U3 KAXK/[0U BEPIIVHBI B JIO0YIO0 APYTYIO
I10 YKEJITBIM OTPE3KaM, a KJIOI — I10 KpacHbIM?

V3HayaIbHO B IPOTHBOMIOJIOKHBIX YIJIAX IIAXMATHOM IOCKH CTOAT ABe (DUIIKU: KpacHast
U CUH#4. 3a OfIHY OIIepaIjyIo pa3pelaeTcs MepeABUHYTh JII0O0YI0 U3 (DUILEK B COCEIHION0
10 CTOPOHE IIyCTYIO KJIETKY.

(a) MOJXHO JIM U3 UCXO/THOTO PACTIOIOKeHUST (PUIIEK BHOBB IOJYUYUTh UCXOAHOE 32 1001
orepanuo?

(6) MorkHO J11 cepyeli TAKMX OIepanyii oJIyYUTb POBHO IO OHOMY Pa3y BCe BO3MOXK-
HbIE PACITOJIOKEHUS Maphl (PUIIEK HA TOCKe?

U3 kyeT4aToli JOCKY, pacKpauleHHOH IaxMaTHBIM 00pa3oM, BhIpe3aHa CBSI3Has I10 CTO-
pOHaM KJIETOK (PUTYpa, COAEpIKaILasi 71 YEPHBIX KIETOK.

(a) CKoJIbKO MaKCUMYM y He€ MOXKeT OBITh GeJIbIX KJICTOK?

(6) ¥ urypsl poBHO 3n GeJibIX KJIETOK. JJOKaXXUTe, UTO e€ MOXKHO pa3pe3aTh Ha 4eThl-
PEXKIJIETOYHBIE OYKBBI «T».

Kakoe Han6osbIIee YHCIO KJIETOK Ta6auibl 20 X 20 MO)KHO OTMETUTH TaK, YTOOBI 1[€H-
TPbI HUKAKUX TPEX OTMEUEHHBIX KJIETOK He SIBJISUIMCh BepIIMHAMM MPSIMOYT'OJIbHOTO Tpe-
yTOJIbHUKA?

W3 54 0HaKOBBIX €IMHUYHBIX KAPTOHHBIX KBAJPATOB CEJ1aIy HE3aMKHYTYIO LIETlb, CO-
eJMHUB UX IIapHUPHO BepIInHAMH. JI1060i1 kBafgpaT (KpoMe KpaiiHIX) COeAMHEH C coce-
JSIMU ZIByMsl IIPOTUBOIIOJIOKHBIMU BEPIIMHAMU. MOXKHO JIM 3TOH LIeIIOYKOH KBaJ[paToB
3aKpBITh IOBEPXHOCTh Ky6a 3 X 3 X 3?

JaHOo HaTypaJbHOE YMCJI0 n. Ha IIOCKOCTU HapUCOBAHO 1 KPYTOB, IIPUYEM JII00bIe /1Ba
Kpyra He UMeIOT 001X BHYyTPEHHUX TOUeK, HO MOI'YT KacaTbcsl. KakoBo MakcHMaibHOe
KOJIMYECTBO TOUEK KacaHus?

TToBepXHOCTh KyOUKa 5 X 5 X 5 IMOKpallieHa B TPU 1[BeTa (B YEPHBII U ellE B IBA) NPABULb-
HbLM 06pa30M, T.e. JTI00bIe [Ba KBaJpaTHKa, COCEHUE IT0 CTOPOHE, PacKpalleHbl B pas-
HblIe [[BeTa. Kakoe MUHUMAaJIbHOE YHCJI0 KBaIPATUKOB MOTJIO ObITh ITOKPAIIIEHO B YEPHBIH
BeT?

source:combinatorics/graph/mixture-g8M/1.tex



[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] AHppeii FOpbeBuy KywHnp

[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m2 2 dekabps 2022 2., napa 2
o6aBka k rpadam
1. B HexoTOpBIX KyIeTKax Aocku 100 X 100 croATr ¢umku. OKa3anoch, 4To B 00 beJUHEHUN

106011 CTPOKU U JIF060TO CTOJIOIA, 32 UCKJIIOUEHNEM UX OOIIel KJIeTKH, CTOSIT XOTs ObI
nBe pumku. Kakoe HauMeHblee YUCcIo0 PUIIEK MOIJIO ObITh Ha I0CKe?

JlaHbBI pa3yUYHble B3aMHO IIPOCThIe HATypaIbHbIE YHCIA P U q, 6osbuiue 1. EcTh aBe
TIePHOANYECKHE ITOCIe0BaTeIbHOCTU U3 0 ¥ 1, MUHUMAaJIbHbIE TIEPUO/bI KOTOPBIX PABHBI
p 1 q cooTBeTCcTBeHHO. O6€ Iocie/[0BaTeIbHOCTH 6e3 IpeneproioB. OnpesennTe, Kakoe
HauboJIblIee YHCIIO IIePBBIX YIEHOB 3TUX M10C/Ie/J0BATeIbHOCTEN MOTYT COBIIAAATh.

source:combinatorics/graph/mixture-g8M/2.tex



[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] AHgpeli FOpbeBuy KyLuHmup
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m2 3 dexabps 2022 2., napa 2

Be Mmozeau

1.

B Gpurazie paboTaroT 15 CBapIIUKOB pa3INYHbIX pa3psaoB. PaspeiaeTcs: BBIACIUTD JIH0-
6yt0 TPOHKY CBapIIMKOB U Y3HATh y 6pUragupa, KTo U3 TPOUKH 00/1a/jaeT BBICIIUM pa3ps-
ZI0M. 3a KaKoe HaMEeHBbIIEe YHUCJIO BOIIPOCOB YAACTCSI TAPAHTUPOBAHO YCTAHOBUTD CBAp-
IIMKa C

(a) makcuMaibHbIM; (6) MHUHHUMAaJILHBIM

paspsagom?

B 11eHTpe OfHO#1 U3 KJIETOK IMoJIs 4 X 4 3apbIT Ki1aj. Kor MaTpockuH 6poJuT 10 KJIeTKaM
¢ panueid. IIpu Kax/I0M IlepeMelleHUH KOTa C KJIETKHA Ha COCEIHIOI0 110 CTOPOHE KJIETKY
eMy I10 paljuy COO0IIAI0T, IPUOIN3HIICS OH K KJIa/ly WJIN OTHaIniICs. [010c Ha TOM KOHIle
paruu 1160 BCeraa rOBOPUT MpPaBAy, TG0 Beera JDKET. MoxKeT J1u MaTpoCKUH y3HaTh,
B KaKO MIMEHHO KJIETKe 3aKOIIaH KJaf?

(a) Ectb 60 GOJIETBIMKOB: HEKOTOPhIE U3 HUX O0JIel0T 32 «CrapTak», a OCTaJbHble —
3a «/luHamo». Pa3pelaeTcsi CIpPOCUTh V JIFOOBIX IBOUX, OOJIEIOT JI OHU 32 pa3Hbie KO-
MaH/Ibl, 1 OHU YECTHO OTBETSAT «J[a» UJIU «HEeT». TpeGyeTcst TocaiuTh 60JIe/IBIIUKOB B IBA
aBTOGYCa TaK, YTOOBI B KOKAOM ObUTM GOJIEJBIUKN TOJIBKO OZHOM KOMaH/bL. 3a KaKoe
MHWHHUMaJIbHOE KOJIMYECTBO BOIIPOCOB 3TO HABEPHSIKA MOYKHO CZIEJIaTh?

(6*) Taxe 3a/1a4a, HO JIOTIOJTHUTEJILHO U3BECTHO, YTO OOJIETHIUKOB PA3HBIX KOMaH/I I10-

POBHY.

Nmeetcsa Ha6op u3 16 kaprodek. C TEMHOI CTOPOHBI BCe KAPTOYKU OJJMHAKOBBIE, 4 HA CBET-
JIBIX CTOPOHAX KapTOYKU IIPOHYMEPOBAHbI YMCIaMU OT 1 10 16. Mailia BEIIOXKUJIa BCe Kap-
TOYKH Ha CTOJI TEMHBIMHU CTOPOHAMU BBepX B B/ KBafipaTa 4 X 4 Tak, 4TO JIIOObIE /iBe
KapTOYKH C COCEIHUMH YMCIaMH UMEIOT 0OLIYI0 CTOPOHY. MOXKHO JTM TaK BBIGPATh 7 Kap-
TOYEK, YTO, OZJHOBPEMEHHO ITEPEBEPHYB MX, MOXKHO ObLIO GBI O[HO3HAYHO BOCCTAHOBUTH
MECTOIIOJIOXKEHHE BCEX Ymces1?

EcTp 100 rupek pasidyHBIX IIOJIOXKUTEIbHBIX BECOB. 3a OJHY OIlepalUI0 pa3pellaeTcs
y3HATh CYMMapHBIi Bec JIIOOBIX ABYX T'rpeK. Kakoe HauMeHblIlee YKCI0 ONepanuii mo-
TpebyeTcsi, 4TO6bI HaBEPHSKA BBISICHUTD, KaKas U3 T'UPEK SABISIeTCS CaMOi TSHKETOM?

DaspIIMBOMOHETUYNK U3roTOBUII 90 (haIbIINBBIX MOHET BeCOM 9 rpaMM Kaxkzasi. Cirydaii-
HO OH K HUM /106aBUJI 10 HACTOSALIMX MOHET BecoM 10 10 rpaMm Kaxkziast. Bce MOHETHI Tie-
peMelIaHbl U HEOTJIMYUMBI APYT OT IpyTa. Y HErO eCTh BEChI, HA KOTOPBIX MOYKHO B3BECUTD
J1I060€ KOJIMYeCTBO MOHET, HO OHU IT0Ka3bIBAOT JIN6G0 TOUHBIN Bec, TM00 Bec, Ha 1 rpaMm
60BN ICTUHHOTO. MOJKET JIK OH C IIOMOIIIBIO 3TUX BECOB C TAPAaHTHEN HANTHU XOTS OBl
OJIHY (haJIBIINBYIO0 MOHETY?

IIpAMOYTOJIbHBIN Ja4HBIA KOOIIEPATUB Pa3JesI€H 9 TOPU30HTAIbHBIMU U 9 BEPTHKAJIb-
HBIMM IpaHULIaMU Ha 10 X 10 = 100 IpsIMOYTOJIbHBIX y4acTKOB. COTPYHUK 3€MeJIBHOTO
BEZIOMCTBA XO4YET BHIYMCJINTD ILJIOIIA/b KOOIIEPAaTHBa. 32 OAVH BOIIPOC OH MOXKET BbISC-
HUTD Yy BJIa/I€JIbI}a OJHOTO U3 YYaCTKOB, YeMY paBHa IJIOWab 3TOro yyacTka. Kakoro Hau-
MEHBIIETO YKCJIa BOIIPOCOB EMY XBATUT?



source:combinatorics/information-g8M-1-alternatives.tex



[MaTremaTuueckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] 0. A. fambaes, A. tO. KywHnp

[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m2 5 Oekabps 2022 2., napa 3
Hrpsl
1. Ilera n Baca urparT B urpy. MIsHayanbpHO Ha JOCKE HAIIMCAHO HATypaJbHOE YUCIIO A.

3a 0fiIH XOJ UT'POK CTUPAET TeKylllee YMCIIO Ha JJOCKE U 3alIMChbIBaeT MEHbIIlee HaTypalb-
HOE YHUCJIO0, He SIBJIFIoNIeecs AeJIUTesIeM CTEPTOro. VIrpoKu XO4AT OOYepENHO, HAUMHAET
IIets. ITpourpeiBaeT TOT, KTO HE MOXET cZieaTh xXoz,. KTo, U3 UTpOKOB, B 3aBUCUMOCTA
OT 1, UMEET BBIUIPBILIHYIO CTPATETUIO?

JBa UrpoKa IoouepEAHO 3aKpaINBAIOT I10 OHOMY eJUHUYHOMY OTpe3Ky 6eCKOHEeUHOI
KJIETYATOU TUIOCKOCTU. T1epBBIi UTPOK KPACUT OTPE3KU B KPACHBIH LIBET, BTOPOil — B CH-
HuUiL. [IBa pa3a KpacUTb OJUH U TOT XK€ OTPe30K HeJib3s. 1]eslb IepBoro Urpoka — Hapu-
COBaTh 3aMKHYTYIO KPACHYIO JIOMaHyt0. MOXKeT JIi BTOPOI UT'DOK eMy IIOMeIaTh?

M3HavanbHO B psAA BeICTaBIeHbI 100 MELIKOB € IeHbIAMU; Ha KaXK0M MELIKe HAIlMCAaHO,
CKOJIBKO B HEM JIeHeT. /IBa UTPOKa XOAAT IO0YepENHO. 3a O/IUH X0 UTPOK 3abupaer cede
OJIJMH W3 MEUIKOB C Kparo TEKyIero psja. BepHo sy, 4yTo mpu J1060M pacrpesie/IeHu!
JIEHeT TI0 MEIIKaM TePBBII UTPOK MOXKET UT'PATh TaK, YTOOBI IIPUCBOUTH cebe He MeHee
IOJIOBUHBI JIeHEeT?

Ha nocke 3anucano unciio 2023. 3a oguH xox Jlenu bar nmpunuceiBaet cripaBa K TEKyLIeMy
YICJIy Ha IocKe ofiHy nudpy, a Cynep-Kot — fBe. VIrpoky XoAAT 10 odepeAy, HAaYNHaeT
Jlepu Bar. Lleas Cynep-Kora — 1ocse cBoero xoza IIoJy4uTh 4uCiIo, KpaTHoe 111. Mo-
ket i Jlenu bBar emy nmomernaTtsb?

TIéTp u BukTop 1o oyepeay MOAXOIAT K AOCKe, HaunHaeT [1éTp. OH 3a CBO X0 MUIIET
3HAK «+» WIN «—» B KOHeI] CTPOKU. BUKTOp CBOMM XOZOM MMIIET B KOHeI] CTPOKU Off-
HO U3 HaTypaJbHBIX uynces oT 1 o 1001, He BeinvcaHHOe paHee. Yepes 1001 mmapy Xof0B
BuKTOp mosydaeT BBIMIPBILI, PABHBIA MOJY/II0 CyMMBI, BEIIMCAHHOM Ha Jocke. Kakoi
HaMOOIBIINI BEIUTPHIIT OH MOXKET cebe TapaHTUPOBATH?

source:combinatorics/game-g8M. tex



[MaTemaTuuyeckas nporpamma B LieHTpe «Cupuyc»] AHgpeli FOpbeBuy KyLuHmup
[1-24 dexabps 20222.] rpynna: 8m2 8 dexabps 2022 2., napa 2

HNHdopmairioHHbBIE COO0OparkeHU

1.

Hmeetcst HA60p U3 65 MOHET, CpeJi KOTOPBIX POBHO OfHA (DasIbIIMBAsI M BECUT Jierde
OCTaJIbHBIX. B HalleM pacnopsDKeHUU eCTh HeyeepeHHble 08yXHalleuHble 8ecbl, TIPU HC-
I10JIb30BaHUH KOTOPBIX MOXKHO OIIpe/ie/INTh, Ha KaKO U3 Yalll Ipy3 He TshKeslee, 4eM Ha ITpo-
THBOIIOJIOXKHO# (B CJIydae paBeHCTBA IPY30B Ha YalllaX BeChbl MOTYT [T0Ka3aTh Ha JIFOOYI0
yairy). 3a Kakoe HaMeHbIIIee YUCIIO B3BEIIMBAHUI HAM rapaHTUPOBAHHO YAACTCS Hal-
TU (paIbIINBYIO MOHETY?

EcTb [iByXJaleyHble BECHI 1 kK MOHET, U3 KOTOPBIX POBHO OfHA (haIbIINBasi, KOTOPAst OT-
JINYAeTCsI TI0 BECY OT HACTOSIIITMX. MOYKHO JIM 32 TPY B3BEIIMBAHUS OIPEAETUTD, KaKast
13 MOHET (asIbIINBAsT U JIETUe OHA WJIU TsDKEJIee HACTOSIIEH, ecn

(a) k=14 (6) k=12 (B) k=137

Tab6snna 4 X 4 pa3pe3aHa HEBUMMbBIMU Pa3pe3aMu Ha JIOMUHOIIKU. 32 OJ[Hy OIlePaLILIo0
paspelaeTcsi Ha3BaTh [1apy COCEAHMUX IT0 CTOPOHE KJIETOK TabINIIA U Y3HATD, IPUCYTCTBY-
€T JIM TaKasl JOMHHOIIIKA B pa3pe3aHnU. 32 KaKoe MUHUMaJIbHOE YMCJI0 OIIePaliii MOXKHO
rapaHTHUPOBAHHO ITOJTHOCTLI0 BOCCTAHOBUTD MCXOAHOE paspe3aHue?

JlaHbl 5 'TUPb pa3HOTIo Beca. 3a OJ/HY OIIepaIjiio MOXKHO BbIOGPATH YIIOPSAZA0UYEHHYIO TPOHKY
ruphb (A, B,C) U y3HaTh, BepHO JM yTBepxeHue «m(A) < m(B) < m(C)» (rme m(X)
o6o3HayvaeT Bec rupu X). MOXKHO JIM 32 9 TaKUX OIepariyil y3HaTh IIOPsI0K BECOB TNPh?

B psaz BeUIOXKEeHBI 18 BU3yaJbHO Hepa3IMYMMBbIX JeTaieil. 113BecTHO, YTO KaKue-TO TpU
IO PSAJT JIeXKAIIME IeTaIN — OpaKOBaHHBIE, M BECAT IT0 99 T, a BCce OCTa/IbHbIE BecAT 10 100 T.
B HamIem pacropspKeHUH eCThb 3JIEKTPOHHBIE BECHI, Ha KOTOPhIE MOXKHO ITOJIOKUTD JTF0O0H
Habop JleTayeil, 1 OHU MOKaKYT CyMMapHBIi Bec. Kak 3a /iBa B3BEIIMBaHUS BBISICHUTH,
KaKye UMEeHHO JleTai 6paKkoBaHHbIE?

Ectp xiyteT4aras gocka 2022 X 2022. [luma CTaBUT B k KJIETOK IO jieTeKTopy. 3aTeM Ko-
JIg pacIioyiaraeT Ha IocKe KJIeT4aThlii kopa6sib B hopMe KkBasipaTa 1500 X 1500. leTeKTop
B KJIETKe coo011aeT JluMe, HaKphITa 5Ta KJIeTKa Kopa6ieM Wid HeT. ITpyu KakoM HalIMeHb-
meM k /IJiMa MOXKET PacIlOJIOXKHUTh JeTeKTOPBI TaK, YTOObI TapaHTUPOBAHHO BOCCTAHO-
BUTbH pacIioyiokeHre Kopa6iisi?

B marasune npogaércs 100 asepeii, IpOHYMepOBaHHBIX uncaamu ot 1 1o 100. Ects 100
KJII0Yel; y KXol ABEpY CBOM KJIF0Y, OTIIMPAIOIINI TOIBKO 3Ty BePb. Kulrouu ToXxe mpo-
HyMepOBaHBI 0T 1 10 100, HO ¢ OIIMOKaMK: HOMeD JIF0OO0T0 KJII04a COBIAAAET C HOMEPOM
OTKPBIBAEMOII UM JIBEpH JIMOO0 OTJIMYaeTcCsd Ha 1. 3a OQHO IOIBITKY pa3peIiaeTcs IOIpo-
60BaTh OTKPBITH OIHY JII00YIO ABEPH OHUM JIFOOBIM KJII0UOM. 3a KaKoe HalMeHbIIIee Yrc-
JIO MOTIBITOK MOYKHO rapaHTHMPOBAaHHO y3HaTbh, KAKOH KJII0Y KAaKyIO IBEPb OTKPbIBAeT?

source:combinatorics/information-g8M-2.tex
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