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Решени󰑱 󰑬адач дн󰑱 2
󰑪адача 4. В выпуклом четырехугол󰑭нике ABCD углы A и C пр󰑱мые. На про-
дол󰑨ении стороны AD 󰑬а точку D дана така󰑱 точка E, что ∠ABE = ∠ADC.
Точка K симметрична точке C относител󰑭но точки A. Дока󰑨ите, что ∠ADB =
∠AKE. (Boyan Obukhov and Fedor Petrov)

󰑪аметим, что четырехугол󰑭ник ABCD вписан в окру󰑨ност󰑭 (поскол󰑭ку
сумма его противополо󰑨ных углов A и C равна 180◦). Тогда углы ADB
и BCA равны, поскол󰑭ку опира󰑧тс󰑱 на одну и ту 󰑨е дугу AB. 󰑪начит,
достаточно дока󰑬ат󰑭 равенство углов BCA и AKE, что равносил󰑭но па-
раллел󰑭ности пр󰑱мых BC и KE.

󰑪аметим, что в треугол󰑭нике ABE сумма углов BAD и ABE мен󰑭ше 180◦.
Тогда сумма соответственно равных им углов BCD и CDA то󰑨е мен󰑭ше
180◦, поэтому луч CB пересекаетс󰑱 с лучом DA в некой точке F , причем
∠BFA = 90◦−∠ADC = 90◦−∠ABE = ∠BEA . 󰑪начит, треугол󰑭ник FBE
равнобедренный, BA 󰯹 его высота, откуда FA = AE. С другой стороны, по
услови󰑧, CA = AK. Получаем, что в четырехугол󰑭нике FCEK диагонали
точкой пересечени󰑱 дел󰑱тс󰑱 пополам, то ест󰑭 FCEK 󰯹 параллелограмм,
откуда FC и KE параллел󰑭ны, что и требовалос󰑭.

󰑪адача 5. Дан многочлен r(x) нечетной степени. Дока󰑨ите, что мно󰑨ество
пар многочленов p(x) и q(x), удовлетвор󰑱󰑧щих равенству (p(x))3+q(x2) = r(x),
конечно или пусто. (Все многочлены 󰯹 с действител󰑭ными коэффициентами.)

(Fedor Petrov)

󰑪амен󰑱󰑱 x на −x и вычита󰑱, получаем (p(x))3 − (p(−x))3 = r(x)− r(−x) =
u(x), u(x) 󰯹 ненулевой многочлен той 󰑨е степени, что r(x). Таким об-
ра󰑬ом, p(x) − p(−x) 󰯹 нечетный делител󰑭 u(x). Многочлен u(x) имеет
тол󰑭ко конечное количество делителей с точност󰑭󰑧 до посто󰑱нного мно-
󰑨ител󰑱. Таким обра󰑬ом, достаточно дока󰑬ат󰑭, что дл󰑱 ка󰑨дого нечетно-
го делител󰑱 xa0(x

2) многочлена u(x) имеетс󰑱 лиш󰑭 конечное количество
многочленов p(x), дл󰑱 которых p(x) − p(−x) пропорционал󰑭но xa0(x

2),



󰯹 иными словами, p(x) имеет вид λxa0(x
2) + b(x2), где λ ∕= 0 󰯹 неи󰑬-

вестна󰑱 константа и b(t) 󰯹 неи󰑬вестный многочлен. Дл󰑱 дока󰑬ател󰑭ства
конечности мо󰑨но считат󰑭 фиксированным так󰑨е 󰑬нак числа λ. Имеем
u(x) = (p(x))3 − (p(−x))3 = 2xa0(x

2) ·
󰀃
3λb2(x2) + λ3x2a20(x

2)
󰀄
. Таким об-

ра󰑬ом, многочлен 3λb2(t) + λ3ta20(t) (мы обо󰑬начили t = x2) фиксирован:
3λb2(t) + λ3ta20(t) = 3λ0b

2
0(t) + λ3

0ta
2
0(t) дл󰑱 некоторого фиксированного

решени󰑱 (λ0, b0(t)). Перепишем это как

λb2(t)− λ0b
2
0(t) =

λ3
0 − λ3

3
ta20(t) .

Поделив на λ0 и ра󰑬ло󰑨ив леву󰑧 част󰑭 как ра󰑬ност󰑭 квадратов (мы мо󰑨ем
это сделат󰑭, так как λ и λ0 одного 󰑬нака), получаем, что пара многочленов󰁳
λ/λ0b(t) ± b0(t) имеет вид f(t), λ3

0−λ3

3λ0
g(t), где f(t)g(t) = ta20(t). Оп󰑱т󰑭

󰑨е, мо󰑨но считат󰑭 многочлены f(t), g(t) фиксированными с точност󰑭󰑧
до мно󰑨ител󰑱: f(t) = τf0(t), g(t) = τ−1g0(t). Имеем

2b0(t) = f(t)− λ3
0 − λ3

3λ0
g(t) = τf0(t)− τ−1λ

3
0 − λ3

3λ0
g0(t) .

Если это происходит при двух ра󰑬личных парах 󰑬начений (τ,λ) и (τ ′,λ′),
вычита󰑱, получаем:

0 = (τ − τ ′)f0(t)−
󰀕
τ−1λ

3
0 − λ3

3λ0
− (τ ′)−1λ

3
0 − (λ′)3

3λ0

󰀖
g0(t) . (1)

Если τ ∕= τ ′, то многочлены f0(t) и g0(t) пропорционал󰑭ны; но это нево󰑬-
мо󰑨ны, так как их прои󰑬ведение f0(t)g0(t) = ta20(t) имеет нечетну󰑧 сте-
пен󰑭. Если 󰑨е τ и τ ′ равны, то коэффициент при f(t) в 1 равен нул󰑧, отку-
да и коэффициент при g(x) равен нул󰑧, и󰑬 чего легко следует (λ′)3 = λ3.
Это о󰑬начает, что τ и λ фиксированы, то ест󰑭 f(x) и g(x) фиксированы, и
существует не более одного решени󰑱. Так как на ка󰑨дом шаге дока󰑬ател󰑭-
ства мы получали конечное число случаев, то в ка󰑨дом случае решений
конечно, и всего решений то󰑨е не более чем конечно.

󰑪адача 6. В стране n городов и две авиакомпании A и B. Некоторые пары го-
родов соединены односторонними беспосадочными авиалини󰑱ми (ка󰑨да󰑱 авиа-
лини󰑱 принадле󰑨ит либо A, либо B, ме󰑨ду двум󰑱 городами мо󰑨ет быт󰑭 более
одной авиалинии). На󰑬овем слово w и󰑬 букв A и B реали󰑬уемым, если найдетс󰑱
маршрут и󰑬 последовател󰑭ных авиаперелетов, на󰑬вани󰑱 авиакомпаний в кото-
ром идут в том 󰑨е пор󰑱дке, как и буквы в слове w. И󰑬вестно, что все слова
длины 2n и󰑬 букв A и B реали󰑬уемы. Дока󰑨ите, что л󰑧бое слово конечной дли-
ны и󰑬 букв A и B реали󰑬уемо. (Слово длины k 󰯹 это л󰑧ба󰑱 последовател󰑭ност󰑭
и󰑬 k букв A и B; например, AABA 󰯹 слово длины 4.) (Ivan Mitrofanov)

Предполо󰑨им противное: пуст󰑭 нереали󰑬уемые слова существу󰑧т. И󰑬 мно-
󰑨ества всех нереали󰑬уемых слов выберем слово w = a1a2 . . . aN наимен󰑭-
шей длины (если таких слов нескол󰑭ко 󰯹 выберем л󰑧бое и󰑬 них). И󰑬 усло-
ви󰑱 следует, что N > 2n. Дл󰑱 ка󰑨дого целого 0 󰃑 i 󰃑 N определим



мно󰑨ество Ai концов всех во󰑬мо󰑨ных маршрутов, соответству󰑧щих сло-
ву a1a2 . . . ai. В частности, A0 󰯹 мно󰑨ество всех городов, AN 󰯹 пустое.
Так как всего подмно󰑨еств мно󰑨ества городов 2n, по принципу Дирихле
какие-то два совпада󰑧т. Пуст󰑭 это Ai = Aj , i < j.

Рассмотрим слово w′ = a1a2 . . . ai−1aiaj+1aj+2 . . . aN . Оно реали󰑬уемо, так
как имеет длину мен󰑭ше, чем N , а N 󰯹 наимен󰑭ша󰑱 во󰑬мо󰑨на󰑱 длина
нереали󰑬уемого слова. Этому слову соответствует какой-то маршрут S.
Пуст󰑭 первые i авиалиний этого маршрута обра󰑬у󰑧т маршрут S1, а по-
следние N − j 󰯹 маршрут S2. Обо󰑬начим 󰑬а T конец S1. По определе-
ни󰑧 наших мно󰑨еств, T ∈ Ai. Так как Ai = Aj , то существует маршрут
S3, соответству󰑧щий слову a1a2 . . . aj и 󰑬аканчива󰑧щийс󰑱 в T . Но тогда
маршрут S3S2 соответствует слову a1a2 . . . aN . Противоречие.


