
Ïîäãîòîâêà ê ôèíàëó â Õàìîâíèêàõ. 9 êëàññ

Çàäà÷è ïî àëãåáðå, ãåîìåòðèè è êîìáèíàòîðèêå. 13 àïðåëÿ.

Àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë

1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå x, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ x2−[x]2 = 2012. (Ãäå [x] îáîçíà÷àåò íàèáîëüøåå
öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x.)

2. Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî x òàêîâî, ÷òî äðîáíûå ÷àñòè ÷èñåë x3, x4 è x5 ñîâïàäàþò. Äîêàæèòå, ÷òî x �
öåëîå ÷èñëî.

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {ai} çàäàíà ïðàâèëàìè: a1 = 1 è an+1 = an+
1
an
. Äîêàæèòå,

÷òî a100 > 14.
4. Ñóììà øåñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðàâíà íóëþ, à ñóììà êâàäðàòîâ ðàâíà 6. Äîêàæèòå, ÷òî èõ

ïðîèçâåäåíèå íå áîëüøå 1
2 .

5. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà 1 < b < a. Îêàçàëîñü, ÷òî ab− 1 äåëèòñÿ íà a− b, à ab+1 äåëèòñÿ íà a+ b.
Äîêàæèòå, ÷òî a < b

√
3.

6. Ïðîèçâåäåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c ðàâíî 1. Èçâåñòíî, ÷òî 1
a + 1

b + 1
c > a+ b+ c.

Äîêàæèòå, ÷òî 1
an + 1

bn + 1
cn > an + bn + cn äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.

7. Íàéäèòå âñå òàêèå ïðîñòûå p è íàòóðàëüíûå k, ÷òî p2 − p+ 1 = k3.
8. Ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà x1, x2, . . . xn è k òàêîâû, ÷òî x1 + x2 + . . .+ xn = 3k,

x21 + x22 + . . . + x2n = 3k2, à x31 + x32 + . . . x3n > 3k3 + k. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî äâà èç ÷èñåë x1, . . . xn
îòëè÷àþòñÿ áîëüøå, ÷åì íà 1.

Êîìáèíàòîðèêà

9. Ó òîðãîâöåâ Ïåòè è Âàñè áûëî ïî 30 ïèðîæêîâ. Îíè íà÷àëè ïðîäàâàòü èõ ïî 30 ðóáëåé. Åñëè
ó îäíîãî èç íèõ ïîêóïàþò ïèðîæîê, äðóãîé íåìåäëåííî ñíèæàåò öåíó íà ñâîè ïèðîæêè íà îäèí ðóáëü
(ïèðîæêè ïðîäàþòñÿ òîëüêî ïî îäíîìó, è òàêîãî, ÷òîáû îíè ïðîäàâàëè ïî ïèðîæêó îäíîâðåìåííî, íå
áûâàåò). Ñêîëüêî äåíåã âûðó÷àò â ñóììå Ïåòÿ è Âàñÿ, êîãäà ïðîäàäóò âñå ñâîè ïèðîæêè? (Íàéäèòå âñå
âàðèàíòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.)

10. Â ñâÿçíîé êëåò÷àòîé ôèãóðå ðîâíî n áåëûõ êëåòîê. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷¼ðíûõ êëåòîê
ìîæåò â íåé áûòü?

11. Êëåòêè äîñêè 100 × 100 ðàñêðàøåíû â òðè öâåòà. Çà îäèí õîä ìîæíî êëåòêè îäíîãî êâàäðàòà
ïåðåêðàñèòü â ïðåîáëàäàþùèé öâåò, à åñëè òàêîãî íåò, òî ïåðåêðàñèòü â îòñóòñòâóþùèé. Äîêàæèòå, ÷òî
ìîæíî ñäåëàòü äîñêó îäíîöâåòíîé.

12. Ó Âàñè åñòü 100 áàíêîâñêèõ êàðòî÷åê. Âàñÿ çíàåò, ÷òî íà îäíîé èç êàðòî÷åê ëåæèò 1 ðóáëü, íà
äðóãîé � 2 ðóáëÿ, è òàê äàëåå, íà ïîñëåäíåé � 100 ðóáëåé, íî íå çíàåò, íà êàêîé èç êàðòî÷åê ñêîëüêî äåíåã.
Âàñÿ ìîæåò âñòàâèòü êàðòî÷êó â áàíêîìàò è çàïðîñèòü íåêîòîðóþ ñóììó. Áàíêîìàò âûäàåò òðåáóåìóþ
ñóììó, åñëè îíà íà êàðòî÷êå åñòü, íå âûäàåò íè÷åãî, åñëè òàêèõ äåíåã íà êàðòî÷êå íåò, à êàðòî÷êó ñúåäàåò
â ëþáîì ñëó÷àå. Ïðè ýòîì áàíêîìàò íå ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî äåíåã áûëî íà êàðòî÷êå. Êàêóþ íàèáîëüøóþ
ñóììó Âàñÿ ìîæåò ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èòü?

13. Ôðåä âûïèñàë â ñòðîêó ÷èñëà 1, 2, . . . , n â íåêîòîðîì ïîðÿäêå. Çàòåì îí ñîñòàâèë ñïèñîê âñåõ ïàð
(i, j), 1 ≤ i < j ≤ n, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî, ñòîÿùåå â ýòîé ñòðîêå íà i-ì ìåñòå, áîëüøå ÷èñëà, ñòîÿùåãî íà
j-ì ìåñòå. Ïîñëå ýòîãî Ôðåä ïîâòîðÿåò ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ: îí âûáèðàåò èç ñïèñêà ïàðó (i, j), ìåíÿåò
ìåñòàìè ÷èñëà, ñòîÿùèå â ñòðîêå íà i-ì è j-ì ìåñòàõ, ïîñëå ÷åãî âû÷åðêèâàåò ïàðó (i, j) èç ñïèñêà. Ïðîöåññ
çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà â ñïèñêå íå îñòàíåòñÿ íè îäíîé ïàðû. Äîêàæèòå, ÷òî Ôðåä ìîæåò âûáèðàòü ïàðû â
òàêîì ïîðÿäêå, ÷òîáû â èòîãå ÷èñëà â ñòðîêå îêàçàëèñü ðàñïîëîæåííûìè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.

14. Åñòü ïîëíûé ãðàô íà 2015 âåðøèíàõ. Äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè êðàñÿò ð¼áðà ãðàôà: ïåðâûé èãðîê
ñâîèì õîäîì êðàñèò îäíî ðåáðî â êðàñíûé, à âòîðîé � 10 ð¼áåð â ñèíèé. Êðàñèòü îäíî ðåáðî äâà ðàçà
íåëüçÿ. Ìîæåò ëè ïåðâûé ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èòü êðàñíûé öèêë, ïðîõîäÿùèé ðîâíî ïî 11 ðàçëè÷íûì
âåðøèíàì ïî îäíîìó ðàçó ïî êàæäîé èç íèõ?

15. Íàçîâ¼ì êâàäðàòíîñòüþ ïðÿìîóãîëüíèêà ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ äëèíû åãî ìåíüøåé ñòîðîíû íà äëèíó
áîëüøåé, êâàäðàòíîñòü êâàäðàòà ðàâíà 1. Êâàäðàò ðàçáèò íà íåñêîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî
ñóììà èõ êâàäðàòíîñòåé íå ìåíåå 1.



16. Âíóòðè êâàäðàòà 101 × 101 ÷àñòü ïåðåãîðîäîê ìåæäó êëåòêàìè óáðàíî, à ÷àñòü îñòàâëåíî, â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èëñÿ ëàáèðèíò (âñå ãðàíè÷íûå ïåðåãîðîäêè ïðèñóòñòâóþò). Èçâåñòíî, ÷òî öåíòðàëüíîé
êëåòêå íàõîäèòñÿ áàçà, à ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ êëåòêàìè åñòü ïóòü, íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ïåðåãîðîäêè.

Â îäíîé èç êëåòîê äîñêè íàõîäèòñÿ ðîáîò. Èãðîê, óïðàâëÿþùèé ðîáîòîì, çíàåò ïëàí ëàáèðèíòà, íî
íå çíàåò, ãäå èçíà÷àëüíî íàõîäèòñÿ ðîáîò. Îí äîëæåí ïîñëàòü åìó ïðîãðàììó � òåêñò, ñîñòîÿùèé èç ñëîâ
¾âëåâî¿, ¾âïðàâî¿, ¾ââåðõ¿ è ¾âíèç¿. Ðîáîò ïîñëåäîâàòåëüíî ïûòàåòñÿ âûïîëíÿòü êîìàíäû: åñëè ìîæåò,
òî ïåðåäâèãàåòñÿ íà îäíó êëåòêó â íóæíîì íàïðàâëåíèè, à åñëè åìó ìåøàåò ïåðåãîðîäêà, òî ïðîïóñêàåò
êîìàíäó.

Äîêàæèòå, ÷òî èãðîê ìîæåò íàïèñàòü òàêóþ ïðîãðàììó, ÷òîáû ïîñëå å¼ îêîí÷àíèÿ ðîáîò ãàðàíòèðî-
âàííî îêàçàëñÿ íà áàçå.

17. Â ñòðàíå íåñêîëüêî ãîðîäîâ, íåêîòîðûå ïàðû ãîðîäîâ ñîåäèíåíû äîðîãàìè. Ïðè ýòîì èç êàæäîãî
ãîðîäà âûõîäèò õîòÿ áû 3 äîðîãè. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêèé ìàðøðóò, äëèíà êîòîðîãî íå
äåëèòñÿ íà 3.

18. Äèìà ïðèäóìàë ñåêðåòíûé øèôð: êàæäàÿ áóêâà çàìåíÿåòñÿ íà ñëîâî äëèíîé íå áîëüøå 10 áóêâ.
Øèôð íàçûâàåòñÿ õîðîøèì, åñëè âñÿêîå çàøèôðîâàííîå ñëîâî ðàñøèôðîâûâàåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ñåð¼æà
óáåäèëñÿ (ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà), ÷òî åñëè çàøèôðîâàòü ñëîâî äëèíîé íå áîëüøå 10000 áóêâ, òî ðåçóëü-
òàò ðàñøèôðîâûâàåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ñëåäóåò ëè èç ýòîãî, ÷òî øèôð õîðîøèé? (Â àëôàâèòå 33 áóêâû, ïîä
¾ñëîâîì¿ ìû ïîíèìàåì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ, íåçàâèñèìî îò òîãî, èìååò ëè îíà ñìûñë.)

Ãåîìåòðèÿ

19. Íà äóãå AB îïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC (AC = BC) âûáðà-
íà òî÷êà P . Òî÷êà D � ïðîåêöèÿ òî÷êè C íà ïðÿìóþ PB � ëåæèò íà îòðåçêå PB. Äîêàæèòå, ÷òî
2PD = PA+ PB.

20. Ïóñòü O � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC íàïðîòèâ âåðøèíû A.M � ñåðåäèíà
îòðåçêà AC, P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèå BC è OM , ∠BAC = 2∠ACB. Äîêàæèòå, ÷òî AB = BP .

21. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ñåðåäèíó ñòîðîíû AC, à ÷åðåç P � ñåðåäèíó îòðåçêà
CM . Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABP ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BC âî âíóòðåííåé òî÷êå Q. Äîêà-
æèòå, ÷òî ∠ABM = ∠MQP .

22. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC (AB = AC) òî÷êà D � ñåðåäèíà îñíîâàíèÿ BC, à E � îñíî-
âàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç D íà ñòîðîíó AC. Ïðÿìàÿ BE ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ
îêîëî òðåóãîëüíèêà ABD, â òî÷êå F 6= B. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ AF äåëèò îòðåçîê DE ïîïîëàì.

23. Âíóòðè óãëà MON îòìå÷åíà òî÷êà X òàêàÿ, ÷òî ∠OMX = ∠ONX = 90◦. Íà îòðåçêàõ OM è ON
îòìå÷åíû òî÷êè Y è Z ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî XY ⊥MZ, à XZ ⊥ NY . Äîêàæèòå, ÷òî OM = ON .

24. Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ABC BC > AC > BA. Íà ëó÷å BC âûáðàíà òî÷êà D, íà ëó÷å BA âûáðàíà
òî÷êà E òàêèå, ÷òî BD = BE = AC. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà BDE ïåðåñåêàåò AC â òî÷êå P ,
ïðÿìàÿ BP ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî AQ+QC =
BP .

25. I � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà ABC, â êîòîðîì ∠A = 60◦. Íà ñòîðîíå AB âûáðàíà
òî÷êà M òàêàÿ, ÷òî IM ‖ AC. Íà ñòîðîíå BC âûáðàíà òî÷êà K òàêàÿ, ÷òî ∠BMK = ∠IBM . ×åìó ðàâíî
îòíîøåíèå BK/BC?

26. Äâå îêðóæíîñòè σ1 è σ2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B . Ïóñòü PQ è RS � îòðåçêè îáùèõ âíåøíèõ
êàñàòåëüíûõ ê ýòèì îêðóæíîñòÿì (òî÷êè P è R ëåæàò íà σ1 , òî÷êè Q è S � íà σ2 ). Îêàçàëîñü, ÷òî
RB||PQ . Ëó÷ RB âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò σ2 â òî÷êå W . Íàéäèòå îòíîøåíèå RB/BW .

27. Ïóñòü òî÷êè A′, B′, C ′ ñèììåòðè÷íû âåðøèíàì òðåóãîëüíèêà A,B,C îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ
BC,AC,AB ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî A′, B′, C ′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ðàññòîÿíèå ìåæäó îðòîöåíòðîì è öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíî äèàìåòðó
îïèñàííîé îêðóæíîñòè ýòîãî òðåóãîëüíèêà.


