
Êðóæîê â Õàìîâíèêàõ. 9 êëàññ

Ñåðèÿ 7. Þíîøè è äåâóøêè. 06.10

Áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî èç k þíîøåé ïåðñïåêòèâíûì, åñëè ñóììàðíî ýòè þíîøè
çíàþò õîòÿ áû k äåâóøåê, à êðèòè÷åñêèì � åñëè îíè çíàþò ðîâíî k äåâóøåê.

Ëåììà Õîëëà ãëàñèò, ÷òî âñåõ þíîøåé ìîæíî æåíèòü íà çíàêîìûõ èì äåâóøêàõ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîå ìíîæåñòâî þíîøåé ÿâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì.

40. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî þíîøåé ÿâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî íåëüçÿ æåíèòü âñåõ îäíîâðåìåííî. Òîãäà ðàññìîòðèì íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî
ïàð, êîòîðîå ìîæíî îáðàçîâàòü. Ðàññìîòðèì þíîøó, íå âîøåäøåãî â ýòè ïàðû. Îí íà-
÷èíàåò îðãàíèçîâûâàòü ñâî¼ òàéíîå îáùåñòâî. Â ïåðâûé äåíü â ýòîì îáùåñòâå òîëüêî îí.
Êàæäûé ñëåäóþùèé äåíü êàæäûé þíîøà, âõîäÿùèé â ýòî îáùåñòâî ïðèãëàøàåò òóäà âñåõ
çíàêîìûõ ñ íèì äåâóøåê, à îíè ïðèâîäÿò òóäà ñâîèõ ìóæåé (åñëè òàêîâûå åñòü).
à) Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî â îáùåñòâî ïðèä¼ò äåâóøêà, êîòîðàÿ â ïåðâîíà÷àëüíîå
ðàçäåëåíèå íà ïàðû íå âõîäèëà.
á) Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ïåðåæåíèòü ëþäåé òàê, ÷òîáû êîëè÷åñòâî ïàð
óâåëè÷èëîñü.
â) Äîêàæèòå ëåììó Õîëëà.

41. Â ÷àñòíîì îõðàííîì ïðåäïðèÿòèè ðàáîòàåò n îõðàííèêîâ. Åæåäíåâíî èì íóæíî
ðàñïðåäåëÿòüñÿ ïî n îáúåêòàì. Ïî ïðîøåñòâèè k äíåé îêàçàëîñü, ÷òî íèêòî äâàæäû íà
îäíîì îáúåêòå íå äåæóðèë. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå íà îñòàâøèåñÿ
n− k äíåé òàê, ÷òîáû âñå îõðàííèêè ïîäåæóðèëè ïî îäíîìó ðàçó íà âñåõ îáúåêòàõ.

42. Êàæäûé èç äâóõ ðàâíîâåëèêèõ êâàäðàòîâ ðàçáèò íà 100 ðàâíîâåëèêèõ ÷àñòåé.
Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ñëîæèòü ýòè êâàäðàòû â ñòîïêó è ïðîòêíóòü â 100 òî÷êàõ òàê,
÷òîáû êàæäàÿ èç 100 ÷àñòåé êàæäîãî èç êâàäðàòîâ áûëà ïðîòêíóòà.

43. à) Â 2014-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå âûáðàëè íåñêîëüêî 1003-ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ.
Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî äîáàâèòü ê êàæäîìó èç íèõ ïî îäíîìó ýëåìåíòó, ÷òîáû ïîëó÷èâ-
øèåñÿ 1004-ýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà òîæå áûëè ðàçëè÷íû.
á) Â 2014-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå âûáðàëè íåñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ òàê, ÷òî íèêàêîå èç
âûáðàííûõ ïîäìíîæåñòâ íå ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì âûáðàííîì. Äîêàæèòå, ÷òî âûáðàëè íå
áîëåå C1007

2014 ïîäìíîæåñòâ.
44. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî þíîøåé ÿâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì. Ðàññìîò-

ðèì íàèìåíüøåå êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî þíîøåé (åñëè îíî åñòü). Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî
ïîæåíèòü ëþáîãî þíîøó èç íàèìåíüøåãî êðèòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà íà ëþáîé åãî çíàêîìîé,
è âñå ìíîæåñòâà îñòàíóòñÿ ïåðñïåêòèâíûìè.

45. Â êëàññå íåêîòîðûå ìàëü÷èêè äðóæàò ñ íåêîòîðûìè äåâî÷êàìè (äðóæáà âçàèìíà).
Íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî ìàëü÷èêîâ õîðîøèì, åñëè ìîæíî ïåðåñàäèòü âñåõ ó÷åíèêîâ â êëàññå
òàê, ÷òîáû ìàëü÷èêè èç ýòîãî ìíîæåñòâà ñèäåëè ñ äåâî÷êàìè, ñ êîòîðûìè äðóæàò. Àíàëî-
ãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ õîðîøåå ìíîæåñòâî äåâî÷åê. Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ìàëü÷èêîâ
íå ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî êàêîãî-òî ìàëü÷èêà ïåðåâåñòè â äðóãîé êëàññ
òàê, ÷òî âñÿêîå õîðîøåå ìíîæåñòâî äåâî÷åê îñòàíåòñÿ õîðîøèì.

46. Äàíû k ìàëü÷èêîâ è 2k − 1 êîíôåòà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî äàòü êàæäîìó ìàëü-
÷èêó ïî êîíôåòå òàê, ÷òîáû ìàëü÷èêó, êîòîðîìó íå íðàâèòñÿ åãî êîíôåòà, íå íðàâèëèñü
è êîíôåòû îñòàëüíûõ ìàëü÷èêîâ (÷òîáû íå ñîçäàâàòü ïðåäïîñûëîê äëÿ äðàêè).


