
Êðóæîê â Õàìîâíèêàõ. 9 êëàññ

Ñåðèÿ 14. Èãðû è ôóíêöèÿ Øïðàãà-Ãðàíäè.

Áåñïðèñòðàñòíîé èãðîé íàçûâàåòñÿ òàêàÿ èãðà äâóõ èãðîêîâ, â êîòîðîé äîïóñòèìûå
õîäû çàâèñÿò òîëüêî îò èãðîâîé ïîçèöèè è íå âàæíî, êòî èìåííî èç èãðîêîâ õîäèò.

Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð òàêîé èãðû � íèì: â íåñêîëüêèõ êó÷êàõ ëåæàò êàìíè, äâîå
õîäÿò ïî î÷åðåäè, çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü ñêîëüêî óãîäíî êàìíåé èç îäíîé èç
êó÷åê. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä.

Åñëè áû ïåðâîìó ðàçðåøàëîñü áðàòü òîëüêî ÷¼òíîå ÷èñëî êàìíåé, à âòîðîìó � òîëüêî
íå÷¼òíîå, òî èãðà íå áûëà áû áåñïðèñòðàñòíîé.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå èãðû çàêàí÷èâàþòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî õîäîâ è
ïðîèãðûâàåò òîò, ó êîãî íåò õîäà. Êàæäóþ òàêóþ èãðó ìîæíî èçîáðàçèòü â âèäå êîíå÷-
íîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ, â îäíîé èç âåðøèí êîòîðîãî
íàõîäèòñÿ ôèøêà, êîòîðóþ äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè ïåðåäâèãàþò.

Ñóììîé A + B äâóõ áåñïðèñòðàñòíûõ èãð A è B íàçûâàþò ñëåäóþùóþ èãðó: çà îäèí
õîä èãðîê ìîæåò ñäåëàòü ëèáî õîä â èãðå A, ëèáî õîä â èãðå B.

Íàïðèìåð, ñóììîé äâóõ èãð íèì, â êàæäîé èç êîòîðûõ ïî äâå êó÷è êàìíåé, ÿâëÿåòñÿ
èãðà Íèì ñ ÷åòûðüìÿ êó÷êàìè.

101. Ìîæíî ëè îïðåäåëèòü, êòî âûèãðûâàåò â èãðå A+B, åñëè
a) Â èãðå A âûèãðûâàåò ïåðâûé, à â èãðå B � âòîðîé;
á) Â îáåèõ èãðàõ âûèãðûâàåò ïåðâûé;
â) Â îáåèõ èãðàõ âûèãðûâàåò âòîðîé?

Íàçîâ¼ì èãðû A è B ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè â èãðå A+B íà÷èíàþùèé ïðîèãðûâàåò.
102. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè èãðà A ýêâèâàëåíòíà èãðå B, à èãðà B ýêâèâàëåíòíà èãðå C,

òî èãðà A ýêâèâàëåíòíà èãðå C.
103. Ïðèâåäèòå ïðèìåð áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà èãð, íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ýêâèâà-

ëåíòíû.
104.Òåîðåìà Øïðàãà-Ãðàíäè. Ëþáàÿ íåïðåäâçÿòàÿ èãðà ýêâèâàëåíòíà èãðå íèì ñ

îäíîé êó÷êîé êàìíåé. Êîëè÷åñòâî êàìíåé â ýòîé êó÷å íàçûâàåòñÿ íèìáåðîì èëè ôóíêöèåé
Øïðàãà-Ãðàíäè ýòîé èãðû.

Óêàçàíèå. Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ðàññòàâüòå â âåðøèíàõ íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå
÷èñëà òàê, ÷òîáû èç ÷èñëà k íåëüçÿ áûëî çà îäèí õîä ïåðåéòè â ÷èñëî k è ìîæíî áûëî
ïåðåéòè âî âñå ìåíüøèå íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.

Íà÷èíàþùèé âûèãðûâàåò â èãðå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ íèìáåð áîëüøå íóëÿ.

105. Íà ñòîëå ëåæàò n ñïè÷åê, çà õîä ðàçðåøàåòñÿ áðàòü îò 1 äî k. Íàéäèòå íèìáåð
ýòîé èãðû.

Ïîáèòîâîé ñóììîé öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåëm è n íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëîm⊕n,
÷òî â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ i−òàÿ öèôðà ÷èñëàm⊕n ðàâíà 1, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå



öèôðû ó ÷èñåëm è n ðàçíûå, è 0, åñëè îäèíàêîâûå. Ïðèìåð: 92 = 1001, 32 = 11, 102 = 1010.
Ïîýòîìó 3⊕ 9 = 10.

106. Ïóñòü íèìáåð èãðû A ðàâåí n, íèìáåð èãðû B ðàâåí m. Äîêàæèòå, ÷òî íèìáåð
èãðû A + B ðàâåí n ⊕ m. (Èíûìè ñëîâàìè, â èãðå íèì ñ òðåìÿ êó÷êàìè ðàçìåðîâ n, m,
m⊕ n âûèãðûâàåò âòîðîé.)

107. Øîêîëàäêà èìååò ôîðìó ïðÿìîóãîëüíèêà 100 × 100, ïëèòêà ñ êîîðäèíàòàìè
(13, 12) îòðàâëåíà. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ ðàçëîìèòü øîêîëàäêó íà äâà ïðÿìîóãîëü-
íèêà è ñúåñòü íåîòðàâëåííóþ ÷àñòü. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

108. Íà ñòîëå ëåæàò òðè êó÷è êàìíåé. Â îäíîé 1001, â äðóãîé 555, â òðåòüåé 666. Çà
îäèí õîä ìîæíî âçÿòü 1 äî 99 êàìíåé èç ëþáîé êó÷è. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò
õîäèòü. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

109. Íà ñòîëå ëåæàò 12 ìîíåò îðëàìè ââåðõ. Ðàçðåøàåòñÿ ïåðåâåðíóòü íåñêîëüêî ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ëåæàùèõ ìîíåò, åñëè ñàìàÿ ïðàâàÿ èç íèõ � îð¼ë. Ïðîèãðûâàåò òîò,êòî íå
ìîæåò õîäèòü. Íàéòè íèìáåð ýòîé èãðû.


