
Êðóæîê â Õàìîâíèêàõ. 9 êëàññ

Ñåðèÿ 10. Îðèåíòèðîâàííûå óãëû. 23.10

Îïðåäåëåíèå. Îðèåíòèðîâàííûì óãëîì ìåæäó ïðÿìûìè l èm íàçûâàåòñÿ òàêîé óãîë,
íà êîòîðûé íóæíî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïîâåðíóòü ïðÿìóþ l, ÷òîáû îíà ñòàëà ïàðàë-
ëåëüíà ïðÿìîé m. Îáîçíà÷àåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé óãîë ÷åðåç ∠(l,m). Óãëû, îòëè÷àþùè-
åñÿ íà êðàòíîå 180 ÷èñëî ãðàäóñîâ, ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè.

Óïðàæíåíèÿ:

1. ∠(l,m) = −∠(m, l).

2. ∠(l,m) + ∠(m, k) = ∠(l, k).

3. ∠(AC,CB) = ∠(AD,DB)⇔ òî÷êè A, B, C è D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

4. ∠(l,m) = ∠(l, k)⇔ m ‖ k.

65. à) Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P è Q. ×åðåç P ïðîõîäèò ïðÿìàÿ AB,
ïðè÷¼ì A ëåæèò íà ïåðâîé îêðóæíîñòè, à B � íà âòîðîé. ×åðåç Q ïðîõîäèò ïðÿìàÿ CD,
ïðè÷¼ì C ëåæèò íà ïåðâîé îêðóæíîñòè, à D � íà âòîðîé. Äîêàæèòå, ÷òî AC ‖ BD. á)
Äàí âïèñàííûé øåñòèóãîëüíèê ABCDEF . Ïóñòü ïðÿìûå AB è DE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
Q, ïðÿìûå BC è EF � â òî÷êå P , à CD ñ FA � â òî÷êå R. Ïðîâåäåì îïèñàííóþ îêðóæ-
íîñòü òðåóãîëüíèêà PCF è ïðîäëèì ïðÿìûå CD è FA äî âòîðè÷íîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ýòîé
îêðóæíîñòüþ â òî÷êàõ U è V ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâåííûå ñòîðîíû
òðåóãîëüíèêîâ AQD è V PU ïàðàëëåëüíû. â) Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî òî÷êè P , Q è R
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (òåîðåìà Ïàñêàëÿ).

66. Äàíû îêðóæíîñòè S1, S2 è S3, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó X. Âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷å-
íèÿ îêðóæíîñòåé S1 è S2 � òî÷êà P , S2 è S3 � òî÷êà Q, S3 è S1 � òî÷êà R. Íà îêðóæíîñòè
S1 âûáðàíà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà A. Âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AP ñ S2 � òî÷êà B,
ïðÿìîé AR ñ S3 � òî÷êà C. Äîêàæèòå, ÷òî B, C è Q ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

67. Íà îêðóæíîñòè äàíû òî÷êè A, B, C, D. M �ñåðåäèíà äóãè AB. Îáîçíà÷èì òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ õîðä MC è MD ñ õîðäîé AB ÷åðåç E è K. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè K, E, C è
D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

68. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò åãî ñòîðîíû AB, BC, CD è AD
â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ E, F , G, H ñîîòâåòñòâåííî. Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ
AEF è AGH ïåðåñåêàþòñÿ âòîðè÷íî â òî÷êå P , à îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ
CEF è CGH ïåðåñåêàþòñÿ âòîðè÷íî â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ PQ äåëèò îòðåçîê
BD ïîïîëàì.

69. Äàíû 4 ïðÿìûå îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè âûêèäûâàåò-
ñÿ îäíà èç íèõ, è áåð¼òñÿ îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü îñòàâøåãîñÿ òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå,
÷òî ÷åòûðå òàêèõ îêðóæíîñòè ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó. Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé
Ìèêåëÿ äëÿ ýòîé ÷åòâ¼ðêè ïðÿìûõ (èëè äëÿ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ýòèìè
ïðÿìûìè).

70. Â òðåóãîëüíèêå ABC âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì I êàñàåòñÿ åãî ñòîðîí AB
è BC â òî÷êàõ C1 è A1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ AI ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ A1C1 â òî÷êå K.
à) Äîêàæèòå, ÷òî óãîë CKA ïðÿìîé. á) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà K ëåæèò íà ñðåäíåé ëèíèè



òðåóãîëüíèêà ABC ïàðàëëåëüíîé ñòîðîíå AB. â) Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O âïèñàíà â
÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD è êàñàåòñÿ åãî íå ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí BC è AD â òî÷êàõ E è
F ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü ïðÿìàÿ AO è îòðåçîê EF ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K, ïðÿìàÿ DO
è îòðåçîê EF � â òî÷êå N , à ïðÿìûå BK è CN � â òî÷êå M . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè O,
K, M è N ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

71. Îêðóæíîñòè ω è γ êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíóòðåííèì îáðàçîì â òî÷êå A, ïðè÷¼ì γ
íàõîäèòñÿ âíóòðè ω. Õîðäà BC îêðóæíîñòè ω êàñàåòñÿ γ â òî÷êå P . Ïðÿìûå AB è AC
âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò γ â òî÷êàõ B′ è C ′ ñîîòâåòñòâåííî. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå B′C ′

è BC ïàðàëëåëüíû. (ïîäñêàçêà: âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî ó îáåèõ îêðóæíîñòåé â òî÷êå A
îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ) á) (Ëåììà Àðõèìåäà) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ AP ïðîõîäèò ÷åðåç
ñåðåäèíó äóãè BC îêðóæíîñòè ω, íå ñîäåðæàùåé òî÷êó A.

72. Òî÷êè O1 è O2 � öåíòðû ñîîòâåòñòâåííî îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé ðàâ-
íîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC (AB = BC). Îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëü-
íèêîâ ABC è O1O2A, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è D. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ BD êàñàåòñÿ
îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà O1O2A.

73. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà BB1. Èç òî÷êè B1 âîññòàíàâëèâàåò-
ñÿ ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå BC è ïðîäëåâàåòñÿ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ äóãîé AC îïèñàííîé
îêðóæíîñòè â òî÷êå K. Ïåðïåíäèêóëÿð èç B íà AK ïåðåñåêàåò AC â òî÷êå L. Äîêàæèòå,
÷òî L, K è ñåðåäèíà äóãè AC ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

74. Äàíà òðåóãîëüíèê ABC è âíóòðè íåãî òî÷êà P , îòëè÷íàÿ îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
âûñîò. à) Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêîâ
ABP , BCP , CAP , ABC ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó. á) Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííàÿ îêðóæ-
íîñòü ïåäàëüíîãî òðåóãîëüíèêà òî÷êè P òàêæå ïðîõîäèò ÷åðåç ýòó òî÷êó.


