
Êðóæîê â Õàìîâíèêàõ. 9 êëàññ
Ñåðèÿ 1. Íåìíîãî î ïðîñòûõ ÷èñëàõ. 15.09

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: pn � n-îå ïî âåëè÷èíå ïðîñòîå ÷èñëî, π(k) � êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ
÷èñåë íå ïðåâîñõîäÿùèõ k, P (n) � ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n.

1. à) Âñïîìèòå äîêàçàòåëüñòâî Åâêëèäà áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë.
á) Äîêàæèòå, ÷òî pn < 22

n
+ 1

Íàøà öåëü ñåãîäíÿ äîêàçàòü îöåíêó ïîëó÷øå, à èìåííî pn < 2n+1

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî π(2n+1) = l 6 n− 1.
Íàçîâ¼ì ÷èñëî ñâîáîäíûì îò êâàäðàòîâ, åñëè îíî íå äåëèòñÿ íè íà êàêîé êâàäðàò

ïðîñòîãî ÷èñëà.
2. à) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 2n+1 è ñâîáîäíûõ îò êâàäðàòîâ íå áîëåå

2l.
á) (íåìíîãî â ñòîðîíó) Äîêàæèòå, ÷òî òàêèõ ÷èñåë ìåíüøå 2l.

Óñëîâèå ïóíêòà á) ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü áîëåå ÿâíî: P (2n+1) > 2n+1.
3. Äîêàæèòå, ÷òî 1

22
+ 1

32
+ . . .+ 1

n2 <
3
4
.

4. Ñäåëàéòå âûâîä èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è è ïîëó÷èòå ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì
l < n.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî pn < 2n+1.
Øêîëüíûìè, íî ñëîæíûìè ìåòîäàìè ìîæíî äîêàçàòü ïîñòóëàò Áåðòðàíà: äëÿ ëþ-

áîãî íàòóðàëüíîãî n ìåæäó ÷èñëàìè n è 2n ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû îäíî ïðîñòîå ÷èñëî.
Îòêðûòàÿ ïðîáëåìà: âåðíî ëè, ÷òî ìåæäó n2 è (n+1)2 îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ ïðîñòîå

÷èñëî?
5. (Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ). Ðåøèòå óðàâíåíèå P (n) = 2n+ 16
6. Äîêàæèòå, ÷òî P (n) > n100 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.
7. Äîêàæèòå, ÷òî à) P (2n)/P (n) < 22n

á) P (2n) < 22
n+1

.
Áîëåå ïîäðîáíûå ðàçìûøëåíèÿ íàä ïîñëåäíèì ðåçóëüòàòîì ïîçâîëÿþò ïîíÿòü, ÷òî

ïðîñòûå ÷èñëà âñòðå÷àþòñÿ è "íå î÷åíü ÷àñòî".
Íà ñàìîì äåëå âåðåí àñèìïòîòè÷åñêèé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë, à èìåííî,

÷òî pn ∼ n lnn.


