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Åñëè êàæäàÿ äîìèíîøêà, ïàäàÿ,

òîëêàåò ñëåäóþùóþ, òî âñå îíè óïàäóò...

Ïðèìåð 1. Âîêðóã ãîðîäà ïðîõîäèò êîëüöåâàÿ äîðîãà ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì, è ÷åðåç ãîðîä
ïðîõîäèò íåñêîëüêî ìàãèñòðàëåé ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü òàêîé êâàðòàë (íå
ðàçáèòûé ìàãèñòðàëÿìè íà ÷àñòè), âîêðóã êîòîðîãî ìîæíî îáúåõàòü, íå íàðóøàÿ ïðàâèë.

Ïðèìåð 2. ("Õàíîéñêèå áàøíè") Åñòü òðè âåðòèêàëüíûõ ïàëî÷êè. Íà îäíó èç íèõ íàäåòî n êîëå÷åê
ðàçíîãî äèàìåòðà ïî óáûâàíèþ ñíèçó ââåðõ. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïåðåëîæèòü âñå êîëå÷êè íà äðóãóþ
ïàëî÷êó â òîì æå ïîðÿäêå, ïåðåêëàäûâàÿ çà ðàç îäíî êîëå÷êî è íå êëàäÿ áîëüøåå íà ìåíüøåå.

Ïðèìåð 3. Äîêàæèòå, ÷òî 1 + 2 + . . .+ n = n(n+1)
2 .

Çàäà÷è

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íóæíî äîêàçàòü ôîðìóëû.
1. 1 + 3 + . . .+ 2n− 1 = n2.
2. 1 · 1! + 2 · 2! + . . . n · n! = (n+ 1)!− 1.

3. 12 + 22 + 32 + . . .+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6 .

4. Â êâàäðàòå 2n×2n óäàëèëè ïðîèçâîëüíóþ êëåòêó. Äîêàæèòå, ÷òî îñòàâøóþñÿ äîñêó ìîæíî ðàçðåçàòü
íà óãîëêè èç òð¼õ êëåòîê.

5. Â ïðÿìîóãîëüíèêå 3× n ðàññòàâëåíû ôèøêè òðåõ öâåòîâ ïî n êàæäîãî öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðå-
ñòàâëÿÿ ôèøêè â ñòðî÷êàõ, ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû â êàæäîì ñòîëáöå âñå òðè ôèøêè ñòàëè ðàçíûìè.

6. Â òðåõ áî÷êàõ ñîäåðæèòñÿ â ñóììå 2n ëèòðîâ âîäû, ïðè÷åì â êàæäîé öåëîå ÷èñëî ëèòðîâ. Ðàçðå-
øàåòñÿ âûáðàòü äâå áî÷êè è ïåðåëèòü èç îäíîé â äðóãóþ ñòîëüêî âîäû, ñêîëüêî òàì óæå åñòü. Äîêàæèòå,
÷òî ìîæíî ñîáðàòü âñþ âîäó â îäíîé áî÷êå (åñëè áî÷êè äîñòàòî÷íî áîëüøèå).

7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â âûïóêëîì ìíîãîóãîëüíèêå ïðîâåäåíû íåñêîëüêî íåïåðåñåêàþùèõñÿ äèàãîíà-
ëåé, òî ïî êàæäóþ ñòîðîíó îò ëþáîé èç íèõ íàéäåòñÿ âåðøèíà, èç êîòîðîé íå âûõîäèò íè îäíîé äèàãîíàëè.

8. Èç ÷èñåë îò 1 äî 2n âûáðàëè n+ 1 ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ ÷èñåë åñòü äâà, îäíî èç
êîòîðûõ äåëèòñÿ íà äðóãîå.

9. Íà êîëüöåâîì øîññå ñòîÿò íåñêîëüêî àâòîìîáèëåé ñ îáùèì çàïàñîì áåíçèíà, äîñòàòî÷íûì, ÷òîáû
îáúåõàòü âåñü êðóã. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ñåñòü â îäèí èç àâòîìîáèëåé è ïðîåõàòü âñå øîññå, çàáèðàÿ ïî
äîðîãå áåíçèí ó îñòàëüíûõ àâòîìîáèëåé.

10. Íà åæåãîäíûé ñëåò-ïðîâåðêó ñúåõàëèñü 100 áðèãàä ÑÝÑ è ïîñåëèëèñü â 100 êîðïóñàõ. Êàæäàÿ
áðèãàäà õî÷åò ïðîâåðèòü òðè êîðïóñà (çàðàíåå ñîîáùàÿ íîìåðà íà÷àëüíèêó ëàãåðÿ) è òóò æå óåõàòü èç
ëàãåðÿ. Äîêàæèòå, ÷òî íà÷àëüíèê ìîæåò ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå ïðîâåðîê òàê, ÷òîáû íèêàêóþ áðèãàäó íå
ïðîâåðÿëè áîëåå òðåõ ðàç (ïðîâåðÿòü ïóñòûå êîðïóñà ìîæíî ñêîëüêî óãîäíî ðàç).

11. Äîêàæèòå, ÷òî 13 + 23 + 33 + . . .+ n3 = n2(n+1)2

2 .
12. Äîêàæèòå, ÷òî â êîìïàíèè èç 2n+m ÷åëîâåê íàéäóòñÿ n ÷åëîâåê, ëþáûå äâà èç êîòîðûõ äðóæàò,

èëè m ÷åëîâåê, ëþáûå äâà èç êîòîðûõ íå äðóæàò.
Íîâûå, íî íå î÷åíü ñëîæíûå
13. Íà êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷àñòåé 15 ïðÿìûõ ìîãóò ðàçáèòü ïëîñêîñòü?
14. Íåñêîëüêî ïðÿìûõ ðàçáèëè ïëîñêîñòü íà ÷àñòè. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà,

÷òîáû îäíîöâåòíûå ÷àñòè íå ãðàíè÷èëè.
15. Âåðøèíû âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàñêðàøåíû â òðè öâåòà òàê, ÷òî êàæäûé öâåò ïðèñóòñòâóåò

è íèêàêèå äâå ñîñåäíèå âåðøèíû íå îêðàøåíû â îäèí öâåò. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ðàçáèòü
äèàãîíàëÿìè íà òðåóãîëüíèêè òàê, ÷òîáû ó êàæäîãî òðåóãîëüíèêà âåðøèíû áûëè òðåõ ðàçíûõ öâåòîâ.


