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1. Турист, приехавший в Москву на поезде, весь день бродил по городу. Поужинав в кафе на одной
из площадей, он решил вернуться на вокзал и при этом идти только по улицам, по которым он
шёл до этого нечётное число раз. Докажите, что он всегда может это сделать.

2. Пусть 𝑎1, 𝑎2, . . . — бесконечная последовательность действительных чисел такая, что
𝑎𝑛+1 =

√︀
𝑎2𝑛 + 𝑎𝑛 − 1. Докажите, что 𝑎1 /∈ (−2, 1).

3. Вписанная в неравнобедренный треугольник 𝐴𝐵𝐶 окружность с центром 𝐼 касается его сторон
𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 в точках 𝐶1, 𝐴1, 𝐵1 соответственно. На прямой 𝐵𝐶 выбраны такие точки 𝑋 и 𝑌 ,
что четырёхугольники 𝑋𝐶1𝐵1𝐶 и 𝑌 𝐵1𝐶1𝐵 — вписанные. Прямые 𝑋𝐶1 и 𝑌 𝐵1 пересекаются в
точке 𝑍. Докажите, что 𝑍, 𝐼, 𝐴1 лежат на одной прямой.

4. Хроматическое число графа 𝐺 равно 𝑘. Рассмотрим некоторую правильную раскраску в 𝑘 цве-
тов. Докажите, что в этом графе существует простой путь, вдоль которого встречаются вер-
шины всех 𝑘 цветов ровно по одному разу (Правильной раскраской вершин графа называется
такая раскраска, что никакие две вершины одного цвета не смежны. Хроматическим числом
графа называется такое минимальное натуральное 𝑘, что существует правильная раскраска
вершин в 𝑘 цветов).

5. 𝐼 — центр вписанной в треугольник 𝐴𝐵𝐶 окружности. На отрезках 𝐴𝐼, 𝐵𝐼, 𝐶𝐼 отметили точки
𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 соответственно. Серединные перпендикуляры к отрезкам 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 попарно
пересекаются в точках 𝐴2, 𝐵2, 𝐶2. Докажите, что ортоцентр треугольника 𝐴1𝐵1𝐶1 совпадает с
𝐼, если и только если центр описанной окружности треугольника 𝐴2𝐵2𝐶2 совпадает с центром
описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶.

6. Пусть 𝑎 > 0, 𝑏 > 0, 𝑐 > 0. Докажите неравенство√︃
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7. На полосе 1× 𝑛 на 25 левых полях стоят 25 шашек. Шашка может ходить на соседнюю справа
свободную клетку или перепрыгнуть через соседнюю справа шашку на следующую за ней
клетку (если эта клетка свободна), движение влево не разрешается. При каком наименьшем 𝑛
все шашки можно переставить подряд без пробелов в обратном порядке?

8. а) На продолжениях сторон 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 за точку 𝐴 отметили точки 𝐵1, 𝐶1 соответственно так,
что 𝐴𝐵 = 2𝐴𝐵1 и 𝐴𝐶 = 2𝐴𝐶1. Описанные окружности треугольников 𝐴𝐵𝐶1 и 𝐴𝐵1𝐶 пере-
секлись в точке 𝑆. Докажите, что прямая 𝐴𝑆 направлена вдоль симедианы треугольника
𝐴𝐵𝐶.

б) Медианы треугольника разбивают его на шесть треугольников. Докажите, что центры
описанных окружностей этих шести треугольников лежат на одной окружности.

9. Каждые два из 21 города соединены прямым рейсом одной из четырёх авиакомпаний. Дока-
жите, что существует замкнутый маршрут из четырех рейсов одной авиакомпании.

10. Назовём бесконечную последовательность натуральных чисел 𝑎1, 𝑎2, . . . хорошей, если для лю-
бого натурального 𝑛 выполнено 𝑎𝑛+2 = 𝑎𝑛+1 + 𝑎𝑛. Можно ли весь натуральный ряд разбить на
хорошие последовательности (возможно на бесконечное число)?


