
Серия 5
11 класс
12.03.15

1. Пусть 𝑛, 𝑎1, 𝑎2, . . . 𝑎𝑡 такие натуральные числа, что 1 6 𝑎1 < 𝑎2 < . . . < 𝑎𝑡 6 2𝑛− 1. При каком
минимальном 𝑡 гарантировано найдутся такие числа 𝑎𝑖, 𝑎𝑗, 𝑎𝑘, что 𝑎𝑖 + 𝑎𝑗 = 𝑎𝑘 для некоторых
1 6 𝑖 < 𝑗 < 𝑘 6 𝑡.

2. Дан неравнобедренный треугольник 𝐴𝐵𝐶 и ∠𝐴 = 60∘. На лучах 𝐵𝐴 и 𝐶𝐴 отложили точки 𝐶1

и 𝐵1 соответственно так, что 𝐵𝐶1 = 𝐵1𝐶 = 𝐵𝐶. Докажите, что 𝐵1𝐶1 проходит через центр
вписанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶.

3. На каждой из 2𝑘+1 планет сидит астроном, наблюдающий ближайшую планету (все расстояния
между планетами различны). Докажите, что найдётся планета, которую никто не наблюдает.

4. Для заданного натурального числа 𝑘 > 2 через 𝑄(𝑛), 𝑛 ∈ N, обозначим наименьшее общее
кратное чисел 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2, . . . , 𝑛 + 𝑘. Докажите, что существует бесконечно много 𝑛 ∈ N
таких, что 𝑄(𝑛) > 𝑄(𝑛+ 1).

5. Перестановка {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥2𝑛} множества {1, 2, . . . , 2𝑛}, где 𝑛 — натуральное, обладает свой-
ством 𝑇 , если |𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+1| = 𝑛 по крайней мере для одного 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 2𝑛 − 1}. Докажите, что
при любом фиксированном 𝑛, количество перестановок, обладающих свойством 𝑇 больше, чем
количество перестановок — не обладающих.

6. Дан остроугольный неравнобедренный треугольник 𝐴𝐵𝐶. Пусть 𝐼 центр вписанной окруж-
ности, а 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 — точки её касания со сторонами 𝐵𝐶,𝐴𝐶,𝐴𝐵 соответственно. Точка 𝑃 —
середина перпендикуляра, опущенного из 𝐴1 на 𝐵1𝐶1. Ортоцентр треугольника 𝐵𝐼𝐶 обозначим
через 𝐻. Докажите, что 𝑃𝐻 делит 𝐵1𝐶1 пополам.

7. (письменная, условия исправленные) Есть набор из 2001 карточки с написанными на них на-
туральными числами от 1 до 2001. В начале игры у первого игрока все карточки с нечётными
числами, у второго — с чётными. Игроки ходят поочерёдно, начинает первый. За раунд иг-
рок, делающий ход, выкладывает одну из своих карточек на стол; его оппонент после этого
выкладывает одну из своих карточек (в каждом следующем раунде начинающий ме-
няется). Тот, у кого число больше, получает очко. Игра заканчивается после 1000 раундов.
Какое максимальное количество очков может набрать каждый из игроков, вне зависимости от
игры соперника?


