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Дан ориентированный граф (или мультиграф, это когда между одной и той же парой вершин может
быть несколько рёбер). Его вершины 𝑎 и 𝑏 назовём связанными, если из них по графу можно добраться
друг до друга. Связанность вершин — отношение эквивалентности ⇒ вершины любого ориентированного
графа разбиваются на классы эквивалентности — компоненты сильной связности. Ориентированный граф
называется сильно связным, если такая компонента всего одна.

С каждым ориентированным (мульти)графом 𝐺 свяжем ориентированный граф 𝐶(𝐺) («граф компо-
нент»), вершинами которого являются компоненты сильной связности 𝐺, и стрелка между элементами в
𝐶(𝐺) проведена тогда и только тогда, когда проведена стрелка в ту же сторону в 𝐺 между какими-то вер-
шинами из этих компонент.

0. Докажите, что в любом полном ориентированном графе есть гамильтонов путь.

1. (о структуре 𝐶(𝐺))

а) Докажите, что в 𝐶(𝐺) нет циклов.

б) Вершины 𝑢 и 𝑣 ориентированного (мульти)графа лежат в одной компоненте. Докажите, что все
пути из 𝑢 в 𝑣 целиком лежащем внутри этой компоненты.

в) Докажите, что если 𝐺 — полный ориентированный граф, то в 𝐶(𝐺) можно занумеровать элементы
так, что стрелка из 𝑖 в 𝑗 будет торчать тогда и только тогда, когда 𝑖 > 𝑗.

2. Докажите, что в сильно связном полном ориентированном графе существует гамильтонов цикл.

3. (Лемма для мастеров индукции) Докажите, что в сильно связном полном ориентированном графе с
𝑛 > 4 вершинами можно удалить одну из вершин, не потеряв при этом сильную связность.

4. Докажите, что в сильно связном полном ориентированном графе существуют простые циклы любой
длины от 3 до 𝑛.

5. Докажите, что в сильно связном полном ориентированном графе существуют простые циклы любой
длины от 3 до 𝑛, проходящие через любую наперёд заданную вершину.

6. а) Докажите, что в сильно связном ориентированном (мульти)графе на 𝑛 вершинах можно выкинуть
несколько рёбер, оставив не более 2𝑛− 2, так, чтобы он остался сильно связным.

б) Докажите, что в сильно связном ориентированном графе на 𝑛 вершинах можно выкинуть несколь-
ко рёбер, оставив не более 2𝑛− 3, так, чтобы он остался сильно связным.

7. Докажите, что на рёбрах любого графа можно расставить стрелки так, чтобы для каждой вершины
модуль разности входящей и исходящей её степени не превосходил 1.

8. В ориентированном мультиграфе 200 вершин, у всех ненулевые входящая и исходящая степень. До-
кажите, что в граф можно добавить 100 ребёр (возможно, соединяющих уже соединённые вершины)
таким образом, чтобы он стал сильно связным.

9. Докажите, что в полном ориентированном графе на 𝑛 вершинах существует такой гамильтонов путь
𝑣1 → . . . → 𝑣𝑛, что 𝑣1 → 𝑣𝑛, если а) 𝑛 — чётно б) 𝑛 > 5.

10. 𝑛 > 7. Докажите, что в полном ориентированном графе на 𝑛 вершинах всегда найдётся вершина,
инвертированием всех рёбер в которой можно добиться того, чтобы граф стал сильно связным.

11. Докажите, что в любом полном ориентированном графе нечётное число гамильтоновых путей.


