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1. В прямоугольном параллелепипеде одно из сечений является правильным шестиугольником.

Докажите, что этот параллелепипед – куб.

2. В основании четырехугольной пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 лежит паралелограмм 𝐴𝐵𝐶𝐷. Докажите,

что для любой точки 𝑂 внутри пирамиды сумма объемов тетраэдоров 𝑂𝑆𝐴𝐵 и 𝑂𝑆𝐶𝐷 равна

сумме объемов тетраэдоров 𝑂𝑆𝐵𝐶 и 𝑂𝑆𝐷𝐴.

3. Высота четырёхугольной пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 проходит через точку пересечения диагоналей её

основания 𝐴𝐵𝐶𝐷. Из вершин основания опущены перпендикуляры 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1, 𝐷𝐷1 на

прямые 𝑆𝐶, 𝑆𝐷, 𝑆𝐴 и 𝑆𝐵 соответственно. Оказалось, что точки 𝑆, 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1, 𝐷1 различны

и лежат на одной сфере. Докажите, что прямые 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1, 𝐷𝐷1 проходят через одну

точку.

4. В тетраэдре 𝐴𝐵𝐶𝐷 проведено сечение плоскостью, перпендикулярной радиусу описанной сфе-

ры, идущему в вершину 𝐷. Докажите, что вершины 𝐴,𝐵,𝐶 и точки пересечения плоскости с

рёбрами 𝐷𝐴, 𝐷𝐵, 𝐷𝐶 лежат на одной сфере.

5. Вписанная и вневписанная сферы треугольной пирамиды 𝐴𝐵𝐶𝐷 касаются ее грани 𝐵𝐶𝐷 в

различных точках 𝑋 и 𝑌 соответственно. Докажите, что треугольник 𝐴𝑋𝑌 тупоугольный.

6. Сфера 𝜔 проходит через вершину 𝑆 пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶 и пересекает ребра 𝑆𝐴, 𝑆𝐵 и 𝑆𝐶 вторично

в точках 𝐴1,𝐵1 и 𝐶1 соответственно. Сфера 𝜃, описанная около пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶, пересекается с
𝜔 по окружности, дежащей в плоскости, паралелльной (𝐴𝐵𝐶). Точки 𝐴2, 𝐵2 и 𝐶2 симметричны

точкам 𝐴1, 𝐵1 и 𝐶1 относительно середин ребер 𝑆𝐴, 𝑆𝐵 и 𝑆𝐶 соответственно. Докажите, что

точки 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐴2, 𝐵2 и 𝐶2 лежат на одной сфере.

7. В треугольной пирамиде 𝐴𝐵𝐶𝐷 все плоские углы при вершинах – не прямые, а точки пересе-

чения высот в треугольниках 𝐴𝐵𝐶, 𝐴𝐵𝐷, 𝐴𝐶𝐷 лежат на одной прямой. Докажите, что центр

описанной сферы пирамиды лежит в плоскости, проходящей через середины ребер 𝐴𝐵, 𝐴𝐶,
𝐴𝐷.

8. Сфера с центром в плоскости основания 𝐴𝐵𝐶 тетраэдра 𝑆𝐴𝐵𝐶 проходит через вершины 𝐴, 𝐵
и 𝐶 и вторично пересекает ребра 𝑆𝐴, 𝑆𝐵 и 𝑆𝐶 в точках 𝐴1, 𝐵1 и 𝐶1 соответственно. Плоскости,

касающиеся сферы в точках 𝐴1, 𝐵1 и 𝐶1, пересекаются в точке 𝑂. Докажите, что 𝑂 – центр

сферы, описанной около тетраэдра 𝑆𝐴1𝐵1𝐶1.


