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1. Пусть 𝑛 – нечётное натуральное число. 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 – произвольный набор целых чисел. За

один шаг набор заменяется на набор
𝑎1 + 𝑎2

2
,
𝑎2 + 𝑎3

2
, . . . ,

𝑎𝑛 + 𝑎1

2
, далее проделываются шаги

по тому же правилу. Докажите, что если на каждом шагу получаются целые числа, то все
числа первоначального набора равны.

2. Для вписанного четырёхугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷 выполнено равенство 𝐶𝐷 = 𝐴𝐷 + 𝐵𝐶. Докажите,
что точка пересечения биссектрис углов 𝐴 и 𝐵 лежит на стороне 𝐶𝐷.

3. Пусть 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎2𝑛 – различные целые числа, и 𝑥 – целое такое, что

(𝑥− 𝑎1) · (𝑥− 𝑎2) · · · (𝑥− 𝑎2𝑛)− (−1)𝑛(𝑛!)2 = 0.

Докажите, что 𝑥 =
𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎2𝑛

2𝑛
.

4. Четыре кузнечика сидят в вершинах квадрата. Каждую минуту один из них прыгает в точ-
ку, симметричную относительно другого кузнечика. Докажите, что кузнечики не могут од-
новременно оказаться в вершинах квадрата большего размера (со сторонами не обязательно
параллельными сторонам исходного).

5. На плоскости даны три параллельные прямые 𝑎, 𝑏, 𝑐 и три точки 𝐴,𝐵,𝐶, лежащие между пря-
мыми 𝑏 и 𝑐, 𝑎 и 𝑐, 𝑎 и 𝑏 соответственно. Существует ли треугольник такой, что его вершины
лежат на прямых 𝑎, 𝑏 и 𝑐, а стороны содержат точки 𝐴,𝐵,𝐶 (на каждой из прямых 𝑎, 𝑏, 𝑐 долж-
но быть не более одной вершины треугольника, и на каждой стороне не более одной точки
𝐴,𝐵,𝐶).

6. В клетках таблицы 2000 × 2000 записаны числа 1 и −1. Известно, что сумма всех чисел в
таблице неотрицательна. Докажите, что найдутся 1000 строк и 1000 столбцов таблицы таких,
что сумма чисел, записанных в клетках, находящихся на их пересечении, не меньше 1000.

7. Найдите все натуральные 𝑛 > 1 такие, что 2𝑛 + 1 делится на 𝑛2.


