
10 класс Производная в неравенствах 9 марта 2015

Теорема Ферма. Функция определена на отрезке и достигает максимума или минимума в некото-
рой его внутренней точке. Тогда, если в этой точке существует производная, то она равна нулю.

Теорема. Дифференцируемая функция f : [a, b] → R является неубывающей (невозрастающей)
тогда и только тогда, когда f ′(x) > 0 (6 0) при всех x.

Следствие. Если f(a) > g(a) и f ′(x) > g′(x) при всех x > a, то f(x) > g(x) при всех x > a.

1. Пусть a, b > 0. Докажите, что 3a3 + 7b3 > 9ab2.

2. Пусть α > 1, x > −1. Докажите, что (1 + x)α > 1 + αx.

3. Пусть x ∈ R. Докажите, что 2x9 + 9x8 6 9x10 + 2.

4. Пусть x > 0. Докажите, что cosx > 1− x2

2
и sinx > x− x3

6
.

5. Пусть x > 0, n ∈ N. Докажите, что x− x2

2
+ x3

3
− . . .− x2n

2n
6 ln(1 + x) 6 x− x2

2
+ x3

3
− . . .+ x2n+1

2n+1
.

6. Пусть α, β, γ – углы треугольника. Докажите, что sinα + sin β + sin γ 6 3
√
3

2
.

7. Что больше: eπ или πe?

8. Дана дифференцируемая функция f(x), заданная на отрезке [0, 1], такая, что f(0) = f(1) = 0.
Докажите, что найдётся такая точка x0 ∈ (0, 1), что f(x0) + f ′(x0) = 0.

9. Пусть p, q > 0, 1
p
+ 1

q
= 1. Докажите

а) Неравенство Юнга. Если a, b > 0, то ab 6 ap

p
+ bq

q
.

б) Неравенство Гёльдера. Если a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn > 0, то

a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn 6 (ap1 + ap2 + . . .+ apn)
1
p · (bq1 + bq2 + . . .+ bqn)

1
q .

(докажите Гёльдера с помощью Юнга.)
в) Неравенство Минковского. Если a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn > 0 и p > 1, то(

(a1 + b1)
p + . . .+ (an + bn)

p
) 1
p 6 (ap1 + . . .+ apn)

1
p + (bp1 + . . .+ bpn)

1
p .

10. а) Для положительных чисел a1, a2, . . . , an и ненулевых действительных α > β докажите нера-
венство о средних симметрических:

(
aα1 + aα2 + . . .+ aαn

n

) 1
α

>

(
aβ1 + aβ2 + . . .+ aβn

n

) 1
β

б) Докажите, что

lim
α→0

(
aα1 + aα2 + . . .+ aαn

n

) 1
α

= n
√
a1a2 . . . an .
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