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1. В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 с прямым углом 𝐶 проведена высота 𝐶𝐻. Докажите, что
𝐴𝐶2 = 𝐴𝐻 · 𝐴𝐵, 𝐵𝐶2 = 𝐵𝐻 ·𝐵𝐴, 𝐶𝐻2 = 𝐴𝐻 ·𝐵𝐻. Выведите отсюда теорему Пифагора.

2. (Теорема Вариньона) Докажите, что середины сторон произвольного четырёхугольника явля-
ются вершинами параллелограмма. При каких условиях на диагонали исходного четырёхуголь-
ника получится ромб? А прямоугольник?

3. В треугольник 𝐴𝐵𝐶 вписан квадрат, две вершины которого лежат на стороне 𝐵𝐶. Выразите
длину его стороны через длину 𝑎 стороны 𝐵𝐶 и длину ℎ высоты из вершины 𝐴.

4. В неравнобедренном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведена а) внутренняя; б) внешняя биссектриса 𝐴𝐿
угла 𝐴. Докажите, что 𝐵𝐿/𝐶𝐿 = 𝐵𝐴/𝐶𝐴.

5. Окружности радиусов 𝑅 и 𝑟 касаются внешним образом. К ним проведена общая касательная,
касающаяся окружностей в точках 𝐴 и 𝐵. Выразите длину отрезка 𝐴𝐵 через 𝑟 и 𝑅.

6. На диагонали 𝐵𝐷 параллелограмма 𝐴𝐵𝐶𝐷 отмечена точка 𝑋. Прямая 𝐴𝑋 пересекает прямые
𝐵𝐶, 𝐶𝐷 в точках 𝑃 , 𝑄. Докажите, что 𝐴𝑋2 = 𝑋𝑃 ·𝑋𝑄.

7. (Теорема Чевы)

а) Внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶 отмечена точка 𝑋. Через неё и вершины треугольника прово-
дятся прямые, пересекающие стороны 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 в точках 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 соответственно.
Докажите, что выполнено соотношение:

𝐵𝐴1

𝐴1𝐶
· 𝐶𝐵1

𝐵1𝐴
· 𝐴𝐶1

𝐶1𝐵
= 1.

б) На сторонах 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 треугольника 𝐴𝐵𝐶 отмечены точки 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 соответствен-
но таким образом, что выполняется соотношение из предыдущей задачи. Докажите, что
прямые 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 пересекаются в одной точке.

Указание: проведите через вершину прямую, параллельную другой стороне и пересеките с ней
всё что шевелится.

8. На высотах 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 остроугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶 отмечены точки 𝐵2, 𝐶2 соответствен-
но, что ∠𝐴𝐵2𝐶 = ∠𝐴𝐶2𝐵 = 90∘. Докажите, что 𝐴𝐵2 = 𝐴𝐶2.

9. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 про углы известно, что 3𝛼 + 2𝛽 = 180∘. Докажите, что 𝑎2 + 𝑏𝑐 = 𝑐2.
(Традиционно в треугольнике 𝐴𝐵𝐶 углы при вершинах 𝐴, 𝐵, 𝐶 обозначаются 𝛼, 𝛽, 𝛾 соот-
ветственно, а длины сторон 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 - буквами 𝑎, 𝑏, 𝑐; тоже соответственно)

10. На продолжении стороны 𝐶𝐷 за точку 𝐷 прямоугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷 отмечена точка 𝑃 . 𝑀 и 𝑁 -
середины сторон 𝐴𝐷, 𝐵𝐶 соответственно. 𝑃𝑀 и 𝐴𝐶 пересекаются в точке 𝑄. Докажите, что
𝑁𝑀 - биссектриса угла 𝑃𝑁𝑄.


