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Решения письменного тура
1. У натурального числа N выписали в ряд по возрастанию все его нату-

ральные делители, отличные от единицы и его самого. Оказалось, что в
этом ряду простые и составные числа чередуются. Сколько делителей
числа N выписано?

Ответ: 2 или 4.

Решение: Пусть N = pn. Тогда выписанный ряд имеет вид:

p < p2 < p3 < ... < pn−1.

Простые и составные делители в этом ряду чередуются если и только если
n = 3 (уже p3 не является простым), в этом случае было выписано ровно
2 делителя N .

Пусть теперь число N имеет более одного простого делителя, причём p —
наименьший из них, а q — следующий по величине. Тогда N обязательно
делится на p2 и первые три члена выписанного ряда это:

p < p2 < q < ...

(если N не кратно p2, то ряд начинается членами p < q, что противоречит
условию). Следовательно, последние три числа в ряду это:

... < N/q < N/p2 < N/p.

Так как простые и составные делители чередуются, а число N/p делится
на pq и простым быть не может, простым является число N/p2. Но N/p2

кратно q, откуда N/p2 = q и N = p2q. В этом случае было выписано ровно
4 делителя N :

p < p2 < q < pq.

Комментарий: По условию считалось, что было выписано по крайней ме-
ре два делителя числа N .

2. Внутри огороженного поля 1000×1000 построили несколько заборов, раз-
деливших его на прямоугольные участки 4×4 и 3×6. Чему может быть
равна общая длина построенных заборов?

Ответ: 498 000.

Решение: Обозначим через P сумму периметров всех прямоугольников
разбиения. Если считать P , рассматривая каждый единичный отрезок за-
бора отдельно, то все внутренние участки забора окажутся посчитаны



дважды — по разу с каждой стороны; а внешние участки забора, общей
длиной 4000, окажутся посчитаны один раз. Значит, длину построенных
заборов можно посчитать по формуле: (P − 4000)/2.

Заметим, что у каждого прямоугольника разбиения площадь равна пери-
метру — у 4×4 обе эти величины равны по 16, а у 3×6 — по 18. Таким обра-
зом, величина P в точности равна площади всего участка, откуда суммар-
ная длина построенных заборов равна: (1 000 000− 4 000)/2 = 498 000.

3. Даны равнобедренные треугольники ABC и DBC с общим основанием
BC. При этом ∠ABD = 90◦. Пусть M — середина стороны BC. Точка
E на отрезке AB, точка P на отрезке MC и точка F на продолжении
отрезка AC за точку C таковы, что ∠BDE = ∠ADP = ∠CDF . Дока-
жите, что прямые DP и EF перпендикулярны.

Решение: DA — биссектриса угла ∠BDC как диагональ дельтоида ABDC.
Отсюда и равенства углов ∠BDE = ∠ADP = ∠CDF получаем, что ∠EDP =
∠BDA = ∠ADC = ∠PDF . Следовательно, DP — биссектриса угла EDF .

Рассмотрим треугольники D и FCD. ∠ABD = 90◦ по условию, из равен-
ства углов при основании равнобедренного треугольника получаем, что
∠ACD = ∠FCD = 90◦; BD = DC и ∠BDE = ∠CDF , откуда треугольни-
ки D и FCD равны по двум углам и стороне. Следовательно, ED = DF и
треугольник EDF равнобедренный, а значит биссектриса DP в нём сов-
падает с высотой и перпендикулярна EF .

4. На острове рыцарей и лжецов живут 200 человек. Рыцари всегда гово-
рят правду, лжецы — всегда лгут. Однажды все жители острова по
очереди сделали по одному заявлению. То, что сказал первый, не было за-
писано, а каждый, начиная со второго, сказал: «Среди всех заявлений,
сделанных до меня, не более 30% истинных». Сколько всего истинных
заявлений было сделано?

Ответ: 60.

Решение: Заметим, что если первое высказывание было истинным, то
второе будет ложным, и наоборот, поэтому истинность всех высказываний,
начиная с третьего, не зависит от того, каким было первое утверждение.
Не уменьшая общности, будем считать, что оно было истинным. Легко
проверить, что истинность первых 10 утверждений будет выглядеть так
(Л – ложь, И – истина): Л, И, Л, Л, И, Л, Л, И, Л, Л.

В этой цепочке ровно 30% истинных утверждений. Отсюда следует, что
если добавить к ней ещё несколько утверждений, то во всей цепочке бу-
дет не более 30% истинных утверждений если и только если среди добав-
ленных утверждений будет не более 30% истинных. Иначе говоря, можно
отбросить 10 первых жителей острова и считать, что первым высказывал-
ся одиннадцатый по номеру житель, на истинность утверждений это не
повлияет.



Повторим рассуждение, пока не будут отброшены последние 10 жителей.
В каждой десятке встретилось три истинных утверждения, а значит, всего
истинных утверждений было 3 · 20 = 60.

5. P (x) и Q(x) — два приведённых квадратных трёхчлена с целыми коэф-
фициентами. Известно, что P (Q(0)) = Q(P (0)) = 1 и P (0) + Q(0) = 2.
Найдите P (3) +Q(3).

Ответ: 14.

Решение: Пусть P (x) = x2 + b1x+ c1, Q(x) = x2 + b2x+ c2.

По условию P (Q(0)) = 1, то есть число Q(0) = c2 — корень квадратного
уравнения x2+b1x+(c1−1) = 0. Обозначим второй корень этого уравнения
через d (не обязательно отличное от c2 число), тогда по теореме Виета
c2 + d = −b1 и c2d = c1 − 1. Из первого равенства мы заключаем, что d
— целое число, а из второго — что c1 − 1 ··· c2. Аналогично из условия
Q(P (0)) = 1 получаем, что c2 − 1 ··· c1.

По условию P (0)+Q(0) = c1 + c2 = 2, откуда c1 + c2 − 1 = 1. Заметим, что
левая часть равенства кратна и c1, и c2; следовательно, 1 ··· c1 и 1 ··· c2.
Поскольку c1 + c2 = 2, получаем, что c1 = c2 = 1.

Далее: 1 = P (Q(0)) = c22 + b1c2 + c1 = 12 + b1 +1 = 2+ b1, поэтому b1 = −1.
Аналогично b2 = −1. Наконец, P (3)+Q(3) = 32+b1 ·3+c1+32+b2 ·3+c2 =
9− 3 + 1 + 9− 3 + 1 = 14.

6. Во вписанном пятиугольнике одна из диагоналей каждого угла являет-
ся биссектрисой угла между стороной и другой диагональю. Докажите,
что в пятиугольнике, ограниченном диагоналями, есть четыре одинако-
вых угла.

Решение: Вершины пятиугольника делят окружность на 5 дуг, напротив
каждого угла лежат три дуги окружности. По условию градусные меры
двух соседних из них равны.

Пронумеруем дуги от 1 до 5 по часовой стрелке так, что дуги 1 и 2 равны.
Также равны либо дуги 3 и 4, либо дуги 4 и 5, но эти случаи симметричны
(можно поменять нумерацию на противоположную), так что без потери
общности будем считать, что равны 3 и 4. Аналогично равны либо дуги
4 и 5, либо дуги 5 и 1. В каждом случае получаем, что равны градусные
меры трёх идущих подряд дуг (пусть они равны по a) и градусные меры
двух оставшихся (пусть они равны по b).

Рассмотрим углы пятиугольника, ограниченного диагоналями исходного.
Заметим, что каждый угол в нём равен полусумме градусных мер двух
соседних дуг окружности и лежащей напротив них дуги. Нетрудно прове-
рить, что в нашем случае четыре из пяти таких полусумм равны (a+2b)/2,
оставшаяся равна (2a+b)/2, из чего получаем требуемое условие равенства
хотя бы четырёх из пяти углов «внутреннего» пятиугольника.



7. При каких натуральных n в клетках таблицы n× (n+1) можно расста-
вить по одному все целые числа от 1 до n(n + 1) так, чтобы в каждой
строке и в каждом столбце среднее арифметическое всех чисел ряда так-
же оказалось в этом ряду?

Ответ: таких n нет.

Решение: Пусть такая таблица существует. Рассмотрим любой её ряд —
строку или столбец. Заметим, что среднее арифметическое в ряду в нём
содержится, следовательно, является целым числом. Но сумма чисел в ря-
ду при делении на количество клеток в нём даёт среднее арифметическое,
следовательно, сумма чисел в любом ряду таблицы делится на количество
клеток в этом ряду.

Иными словами, суммы в строках кратны (n + 1), а суммы в столбцах —
n (считаем, что в таблице n строк и (n+1) столбец). Таким образом, если
общая сумма всех чисел равна S, то S ··· n и S ··· (n+ 1); а поскольку n и
(n+ 1) взаимно просты, S ··· n(n+ 1).

С другой стороны S — это сумма чисел от 1 до n(n+ 1), то есть

S =
n(n+ 1)

(︁
n(n+ 1) + 1

)︁
2

и S/n(n+1) =
(︁
n(n+1)+1

)︁
/2. Но числа n и (n+1) имеют разную чётность,

следовательно, число
(︁
n(n + 1) + 1

)︁
— нечётное, а число

(︁
n(n + 1) + 1

)︁
/2

— нецелое, что противоречит делимости S на n(n+ 1).

8. У продавца есть по две монеты каждого из 180 номиналов: 1, 2, 3, ..., 180
талеров. Помогите ему разложить эти монеты в четыре столбика так,
чтобы любую сумму от 1 до 180 ·181 талеров можно было набрать, сняв
несколько (возможно, 0) монет сверху каждого из столбиков.

Решение: Первый столбик: (1, 1), второй столбик: (2, 2, 3, 3), третий
столбик: (4, 4, 5, 5, ..., 13, 13), четвёртый столбик: (14, 14, 15, 15, ..., 180, 180).

Докажем, что пример подходит. С помощью первого столбика можно по-
лучить любую сумму от 0 до 2.

С помощью и второго вместе — любую сумму от 0 до 12. Действитель-
но: сумма во втором столбике равна 10 и все монеты не превосходят 3
по номиналу; значит, если требуется получить сумму k ⩽ 12, то можно
брать монеты из второго столбика, пока отличие взятой сумму и k будет
не больше двух; а затем добить сумму до k монетами из первого столбика.

С помощью первых трёх столбиков можно получить любую сумму от 0 до
13 · 14 = 182 (суммы номиналов в этих столбиках). Действительно: сумма
в третьем столбике равна 182−12 = 170 и все монеты не превосходят 13 по
номиналу; первые два столбика позволяют получить любую сумму от 0 до



12, следовательно, аналогично написанному выше получаем, что любую
сумму от 0 до 182.

Наконец, аналогичным образом получаем, что все четыре столбика позво-
ляют получить любую сумму от 0 до 180 · 181. Достаточно заметить, что
в четвёртом столбике сумма равна 180 · 181− 182, каждая монета не пре-
восходит 180 по номиналу и что первые три столбика позволяют получить
любую сумму от 0 до 182.


