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Веса
1. Клетки бесконечной в одну сторону клетчатой полоски пронумерованы по поряд-

ку натуральными числами. В некоторых клетках стоят фишки — всего конечное
количество. В одной клетке может быть несколько фишек. Расположение фишек
называется конечным, если в этом состоянии невозможно выполнить операцию.
За одну операцию разрешается

(а) снять три фишки с клетки с номером k и добавить одну в клетку с номером
k + 1;

(б) Или снять по одной фишке с клеток с номерами k и k+1 и добавить фишку
в клетку с номером k + 2, или снять 2 фишки с клетки под номером k + 1 и
добавить по фишке в клетки с номерами k − 1 и k + 2.

Докажите, что конечное расположение для фиксированного начального положе-
ния фишек единственно.

2. В некоторых узлах целочисленной решётки с неотрицательными координатами
лежат фишки. За одну операцию разрешается снять фишку с узла с координа-
тами (i; j) и добавить по фишке в узлы (i+ 1; j) и (i; j + 1), при этом запрещено
попадание двух и более фишек в один узел.

(а) Докажите, что если изначально в трёх узлах с наименьшей суммой коорди-
нат стоит по фишке, то такими операциями нельзя добиться того, чтобы они все
стали пустыми.

(б) Докажите, что если изначально в узле (0; 0) стоит фишка, то такими опера-
циями нельзя сделать пустыми все шесть узлов с наименьшей суммой координат.

3. Каждый мальчик принёс на 8 марта по килограмму конфет и раздал их поровну
всем своим знакомым девочкам. Докажите, что если у каждой девочки друзей
не меньше, чем у каждого знакомого ей мальчика, то каждая девочка получит
не менее килограмма конфет.

4. В некоторых клетках прямоугольной таблицы нарисованы звёздочки. Известно,
что для любой клетки со звёздочкой количество звёздочек в её столбце совпадает
с количеством звёздочек в её строке. Докажите, что число строк в таблице, в
которых есть хоть одна звёздочка, равно числу столбцов таблицы, в которых
есть хоть одна звёздочка.

5. В прямоугольной таблице m строк и n столбцов, где m < n. В некоторых клетках
таблицы стоят звёздочки, так что в каждом столбце стоит хотя бы одна звёздоч-
ка. Докажите, что существует хотя бы одна такая звёздочка, что в одной строке
с нею находится больше звёздочек, чем с нею в одном столбце.

6. На фестиваль Зиланткон приехало E эльфов и D гномов. После фестиваля каж-
дый гном подрался по крайней мере с одним эльфом, а каждый эльф — не бо-
лее чем с десятью гномами. Также известно, что у каждого гнома соперников-



эльфов было больше, чем у любого из них — соперников-гномов. Докажите, что
D ⩽ 10

11E.

7. На плоскости дано n окружностей радиуса 1, причём известно, что каждая пе-
ресекается хотя бы с одной другой окружностью, и никакая пара не касается.
Докажите, что все вместе окружности образуют не меньше n точек пересечения
(в одной точке могут пересекаться более двух окружностей).


