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Линейные рекурренты порядка k

Определение. Пусть k P N, c0, c1, . . . , ck´1 P R, c0 ‰ 0, f : N Ñ R. По-
следовательность tanu8

n“0 заданная начальными значениями a0, a1, . . . ak´1

и соотношением

an`k ` ck´1an`k´1 ` . . . ` c1an`1 ` c0an “ fpnq

называется линейной рекуррентой порядка k. Если fpnq “ 0, то рекур-
рента называется однородной, в противном случае — неоднородной.

Определение. Многочлен P pxq “ xk ` ck´1x
k´1 ` . . . ` c1x

1 ` c0 назы-
вается характеристическим многочленом линейной рекурренты.

Теорема. Пусть характеристический многочлен однородной линейной
рекурренты an имеет корни λ1, λ2, . . . , λm с кратностями s1, s2, . . . , sm со-
ответственно, и s1 ` s2 ` . . . ` sm “ k. Тогда общий член последователь-
ности имеет вид

an “ pA11`nA12`¨ ¨ ¨`ns1´1A1s1qλn
1`. . .`pAm1`nAm2`. . .`nsm´1Amsmqλn

m

для некоторых фиксированных tAiju.

1. Дано неоднородное линейное рекуррентное соотношение. Обозна-
чим за ta

ppq
n u его какое-то частное решение, а за ta

phq
n u — общее ре-

шение соответствующего однородного рекуррентного соотношения.
Докажите, что общее решение tanu неоднородного рекуррентного
соотношения имеет вид an “ a

ppq
n ` a

phq
n .

2. Пусть характеристический многочлен имеет единственный корень
λ кратности k.
(а) Докажите, что an “ pA1 ` nA2 ` ¨ ¨ ¨ ` nk´1Ak´1qλn удовлетво-
ряет нужному рекуррентному соотношению.
(б) Докажите, что при фиксированных a0, a1, . . . ak´1 общий член
последовательности обязательно имеет вид an “ pA1 ` nA2 ` ¨ ¨ ¨ `

nk´1Ak´1qλn для некоторых A1, A2, . . . , Ak´1, определяющихся един-
ственным образом.

Определение. Пусть F pxq “ pkx
k ` . . . ` p1x ` p0 — некоторый много-

член. Результатом действия многочлена F на последовательность
tanu назовём последовательность tpFaqnu, задаваемую формулой pFaqn “

pkan`k ` . . . ` p1an`1 ` p0an.



3. (а) Докажите, что если последовательность tanu удовлетворяет од-
нородному линейному рекуррентому соотношению с характеристи-
ческим многочленом P , то tpPaqnu “ 0.
(б) Докажите, что

ppαF qaqn “ α ¨ pFaqn, ppF ` Gqaqn “ pFaqn ` pGaqn,

pF pa ` bqqn “ pFaqn ` pFbqn, ppF ¨ Gqaqn “ pF pGaqqn “ pGpFaqqn.

Здесь α — константа; a, b — последовательности; а F,G — многочле-
ны.
(в) Пусть F pxq “ GpxqHpxq, где многочлены G и H взаимно про-
сты. Докажите, что tpFaqnu “ 0 тогда и только тогда, когда an мож-
но представить в виде an “ bn ` cn, где tpGbqnu “ 0 и tpHcqnu “ 0.
(г) Докажите теорему.
(д) Докажите, что коэффициенты tAiju определяются единствен-
ным образом.

4. Найдите формулу общего члена для последовательностей, заданных
условиями:
(а) a0 “ a2 “ 0, a1 “ 9, an`3 “ 3an`1 ` 2an,
(б) a0 “ 1, a1 “ ´1, an`2 “ 5an`1 ´ 6an ´ 2n ` 5.

5. Даны различные вещественные ненулевые числа x1, x2, . . . , xm. До-
кажите, что если для любого натурального n ě n0 и некоторых
вещественных чисел c1, c2, . . . cm выполнено c1x

n
1 ` . . . ` cmxnm “ 0,

то все ci равны 0.

6. Обозначим за a, b, c комплексные корни уравнения x3 ` x ` 1 “ 0.
Найдите сумму a9 ` b9 ` c9.

7. Последовательность tanu задана формулой an “ an´1an´2a
2
n´3 и на-

чальными значениями a0 “ a2 “ 1, a1 “ 2. При каком наименьшем
k произведение a0a1 . . . ak будет больше 22025?

8. Последовательность a1, a2, a3, . . . ненулевых действительных чисел
обладает свойством, что an`2 “

a2n`1´1

an
для всех натуральных n.

Известно, что a1 “ 1 и a2 “ k, где 1 ă k ă 2. Покажите, что
существует некоторая константа A, зависящая от k, такая что ´A ď

bn ď A для всех натуральных n.

9. Последовательность tanu задана формулой an`1 “
3p5´7anq

2p10an`17q
и на-

чальным значением a0 “ 4
3 . Найдите формулу общего члена после-

довательности.


