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Добавка. Проективные инволюции для котиков
Определение. Преобразование f множества M называется инволюцией, если f ˝f “

Id. Преобразование f называется проективной инволюцией, если f инволюция и оно
сохраняет двойные отношения.

В качестве множества M , на котором определена проективная инволюция, может
выступать проективная прямая, окружность, пучок прямых (то есть все прямые
плоскости, проходящие через данную точку).

В прошлом листике была задача, которая описывает все инволюции проективной
прямой.

5. (а) Докажите, что множество биекций проективной прямой (то есть прямой,
пополненной бесконечно удалённой точкой), сохраняющее двойные отношения,
совпадает с множеством преобразований вида x ÞÑ ax`b

cx`d , где a, b, c, d P R и
ad ´ bc ‰ 0.
(б) Докажите, что если f — нетождественная инволюция проективной пря-
мой (то есть f ˝ f — это тождественно преобразование), сохраняющая двойные
отношения, то f — это либо центральная симметрия, либо инверсия, либо ком-
позиция центральной симметрии и инверсии, с центром в той же точке.

То же описание можно получить по-другому.

1. Рассмотрим проективную инволюцию прямой f .
(а) Пусть бесконечно удалённая точка перешла в себя. Записав подходящее
двойное отношение, докажите, что f — тождественное преобразование или цен-
тральная симметрия.
(б) Пусть бесконечно удалённая точка переходит в точку P . Записав подхо-
дящее двойное отношение, докажите, что f — инверсия с центром в P или
композиция инверсии и центральной симметрии с центром в P .

2. Сколько неподвижных точек может быть у проективной инволюции прямой?

3. Пусть f — биекция проективной прямой, сохраняющая двойные отношения, и
для некоторых различных точек A и A1 выполнено fpAq “ A1, fpA1q “ A. Тогда
f — проективная инволюция.

4. Пусть f — нетождественная проективная инволюция окружности. Докажите,
что f — центральная проекция окружности на себя (то есть найдётся такая точ-
ка O, что каждая точка X окружности переходит во вторую точку пересечения
окружности с прямой OX).

5. (а) Дана прямая ℓ и точки A и B, не лежащие на ℓ. Для каждой точки X
на прямой ℓ рассмотрим точку пересечения Y окружности pABXq и прямой ℓ,
отличную от точки X. Докажите, что отображение f : X ÞÑ Y является проек-
тивной инволюцией.
(б) Дана прямая ℓ и точки A и H, не лежащие на ℓ. Рассмотрим всевозмож-
ные треугольники AXY , у которых точки X и Y лежат на ℓ, а H является



ортоцентром. Докажите, что отображение f : X ÞÑ Y является проективной
инволюцией.

6. На плоскости зафиксированы прямые ℓ1 и ℓ2, пересекающиеся в точке O. На
прямой ℓ2 фиксирована точка A, а вне прямых — точка B. Рассматриваются
переменные точки X ‰ Y на прямой ℓ1 такие, что углы XAO и Y AO равны.
Докажите, что центры всех окружностей pXBY q лежат на одной прямой.

7.* Теорема о семи окружностях. Шесть окружностей касаются друг друга по
циклу внешним образом. Седьмая окружность касается каждой из них внут-
ренним образом. Докажите, что шесть точек касания можно разбить на три
пары так, что отрезки, соединяющие парные точки, пересекаются в одной точ-
ке.


