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Неравенство Йенсена
Определение. Функция f : ra, bs Ñ R называется выпуклой на ra, bs, если
для любых x, y P ra, bs и любых α, β ě 0 таких, что α ` β “ 1, выполняется

fpαx ` βyq ď αfpxq ` βfpyq.

Функция f называется вогнутой на ra, bs, если при тех же условиях выполня-
ется аналогичное неравенство со знаком ě. Геометрически, функция f выпукла
(вогнута), если любая точка любой хорды кривой y “ fpxq лежит над (под) этой
кривой или на ней.

Утверждение 1. Если функция f дважды дифференцируема на интервале
pa, bq и для всех x P pa, bq выполняется условие f2pxq ě 0, то функция f выпукла
на отрезке ra, bs. Если же для всех x P pa, bq выполняется условие f2pxq ď 0, то
функция f вогнута на отрезке ra, bs.

Утверждение 2. Функция expx “ ex монотонно возрастает и биективно отоб-
ражает действительную прямую на луч p0,`8q . Функция lnx является обрат-
ной функцией к expx, то есть @x P R, ln expx “ x и @x P p0,`8q, exp lnx “ x.

При решении задач можно пользоваться таблицей производных.

Функция fpxq Производная f 1pxq Условия
c 0 c P R
xn nxn´1 n P R
ex ex

ax ax ln a a ą 0, a ‰ 1
lnx x´1 x ą 0
sinx cosx
cosx ´ sinx

1. Неравенство Йенсена. Функция f выпукла на ra, bs, x1, x2, . . . , xn P

ra, bs, α1, α2, . . . αn ě 0 и α1 ` α2 ` ¨ ¨ ¨ ` αn “ 1. Докажите индукцией
по n, что

fpα1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` αnxnq ď α1fpx1q ` ¨ ¨ ¨ ` αnfpxnq.

Для вогнутой функции выполнено аналогичное неравенство со знаком ě.

2. Пусть x1, x2, . . . , xn P r0, πs. Докажите, что

sinx1 ` ¨ ¨ ¨ ` sinxn

n
ď sin

ˆ

x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn

n

˙

.



3. Пусть x1, . . . , xn, k1, . . . , kn ą 0. Рассмотрев функцию fpxq “ lnx, докажи-
те, что

k1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` knxn

k1 ` ¨ ¨ ¨ ` kn
ě

k1`¨¨¨`kn

b

xk1
1 ¨ . . . ¨ xkn

n .

4. Пусть x1, x2, . . . , xn ě 0, α ą 1. Рассмотрев функцию fpxq “ xα, докажите,
что

ˆ

xα
1 ` xα

2 ` ¨ ¨ ¨ ` xα
n

n

˙
1
α

ě
x1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn

n
.

5. КБШ. Даны действительные числа a1, . . . , an, b1, . . . , bn. Рассмотрев функ-
цию fpxq “ x2, докажите, что

pa21 ` ¨ ¨ ¨ ` a2nqpb21 ` ¨ ¨ ¨ ` b2nq ě pa1b1 ` ¨ ¨ ¨ ` anbnq2.

6. Пусть α, β, γ — углы некоторого треугольника (возможно, вырожденного).
Какие значения может принимать величина
(а) sinα ` sinβ ` sin γ;
(б) cosα ` cosβ ` cos γ?

7. Неравенство Юнга. Пусть m,n, p, q ą 0 и 1
p ` 1

q “ 1. Докажите, что

mp

p
`

nq

q
ě mn.

8. Пусть a, b, c ą 0. Докажите, что

a ` b ` c

3
ď

a`b`c
?
aabbcc ď

a2 ` b2 ` c2

a ` b ` c

9. Пусть x, y, z ą 0. Докажите, что

x

y ` z
`

y

x ` z
`

z

x ` y
ě

3

2
.

10. Пусть x, y, z ą 0, x ` y ` z “ 1. Докажите, что
ˆ

1 `
1

x

˙ ˆ

1 `
1

y

˙ ˆ

1 `
1

z

˙

ě 64.

11. Дан многоугольник со сторонами a1, . . . , an и периметром P . Докажите,
что

a1
P ´ 2a1

`
a2

P ´ 2a2
` ¨ ¨ ¨ `

an
P ´ 2an

ě
n

n ´ 2
.

12. Пусть x, y, z, t ą 0, x ` y ` z ` t “ 1. Докажите, что

1

1 ´
?
x

`
1

1 ´
?
y

`
1

1 ´
?
z

`
1

1 ´
?
t

ě 8.


