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Сумма Минковского
Пусть A,B Ă R2 — два подмножества координатной плоскости. Определим их
сумму Минковского как множество

A ` B “ ta⃗ ` b⃗ : a⃗ P A, b⃗ P Bu Ă R2.

Утверждение. Сумма Минковского двух выпуклых множеств — вновь выпук-
лое множество.

1. (Сдаётся целиком; просто покажите рисунки) Нарисуйте сумму Мин-
ковского (а) двух параллельных отрезков; (б) двух непараллельных от-
резков; (в) отрезка и круга; (г) двух кругов радиусов R и r; (д) двух
окружностей радиусов R и r.

2. На листе бумаги лежат две плоские картонные фигуры. В обеих фигурах
отмечено по точке.

Петя взял первую фигуру и начал водить ей по второй так, чтобы отме-
ченная точка первой фигуры побывала во всех точках второй, после чего
все точки листа, покрытые хотя бы раз первой фигурой, закрасил синим.

Вася взял вторую фигуру и начал водить ей по первой так, чтобы отмечен-
ная точка второй фигуры побывала во всех точках первой, после чего все
точки листа, покрытые хотя бы раз второй фигурой, закрасил красным.

Докажите, что красная и синяя фигуры равны.

3. (Эта задача сдаётся один раз, а преподаватель оценивает ваш ответ
от 0 до 7 баллов. Не тратьте на неё всё занятие! ) На плоскости нари-
сованы два выпуклых многоугольника A и B. Обойдём стороны каждого
из них против часовой стрелки, получатся два набора сторон-векторов:
ta⃗1, . . . , a⃗nu и t⃗b1, . . . , b⃗ku. Докажите, что A ` B — это выпуклый много-
угольник, векторы-стороны которого равны ta⃗1, . . . , a⃗n, b⃗1, . . . , b⃗ku.

4. Выпуклый многоугольник периметра P разрезали прямолинейным разре-
зом длины l на две части. Обозначим через S множество середин отрезков
с концами в разных частях. Найдите периметр множества S.

5. На клетчатой плоскости нарисованы два клетчатых многоугольника A и B.
Во всех клетках плоскости расставлены вещественные числа так, что при
любом размещении многоугольника A на клетчатой плоскости сумма чи-
сел в его клетках положительна. Докажите, что существует способ раз-
местить многоугольник B на клетчатой плоскости так, что, сумма в его
клетках будет положительна.



6. (а) (Слегка в сторону) Докажите, что на координатной плоскости суще-
ствует окружность, на которой лежат хотя бы 1000 точек с целыми коор-
динатами.
(б) На координатной плоскости отмечены некоторые точки с целыми ко-
ординатами. Известно, что в любом квадрате 1000 ˆ 1000 хотя бы одна
точка отмечена. Докажите, что найдутся 1000 отмеченных точек, лежа-
щих на одной окружности.

7. Дана выпуклая фигура A постоянной ширины — её проекция на любую
прямую имеет одну и ту же длину l.
(а) Приведите пример такой фигуры, отличной от круга.
(б) Обозначим через p´Aq фигуру, симметричную фигуре A относительно
начала координат. Докажите, что фигура A`p´Aq

2 — это круг диаметра l.
(в) Докажите, что у всех таких фигур одинаковый периметр.

Кстати, A`p´Aq

2 называется симметризацией Минковского множества A.


