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Разнобой–8

1. Целые числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 и натуральное число 𝑛 таковы, что 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1 и 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 2𝑛 + 1.
Докажите, что 𝑎3 + 𝑏2 − 𝑎2 − 𝑏3 делится на 𝑛.

2. В выпуклом четырёхугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷 углы 𝐴 и 𝐶 равны 100∘. На сторонах 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 выбра-
ны точки 𝑋 и 𝑌 соответственно так, что 𝐴𝑋 = 𝐶𝑌. Оказалось, что прямая 𝑌𝐷 параллельна
биссектрисе угла 𝐴𝐵𝐶. Найдите угол 𝐴𝑋𝑌.

3. У фокусника есть колода из 52 карт. Он объявляет, что 51 из них будут выкинуты, а оста-
нется пиковая дама. Зритель на каждом шаге говорит, какую по счёту с края карту надо
выкинуть, а фокусник выбирает, с верхнего или нижнего края считать, и выкидывает со-
ответствующую карту. При каких начальных положениях пиковой дамы можно гаранти-
ровать успех фокуса?

4. Каждое из чисел 𝑥, 𝑦 и 𝑧 не меньше 0 и не больше 1. Докажите неравенство

𝑥2
1 + 𝑥 + 𝑥𝑦𝑧 +

𝑦2

1 + 𝑦 + 𝑥𝑦𝑧 +
𝑧2

1 + 𝑧 + 𝑥𝑦𝑧 ⩽ 1.

5. Несколько человек разного возраста сыгралинесколько партий внастольный теннис. Каж-
дый игрок сыграл по одной партии с четырьмя другими игроками, ничьих в настольном
теннисе не бывает. Докажите, что либо найдется игрок, выигравший хотя бы у двух сопер-
ников старше его, либо найдется игрок, выигравший хотя бы у двух соперников младше
его.

6. Внутри квадрата отметилинесколько точеки соединилиих отрезкамимежду собойи с вер-
шинами квадрата так, чтобы отрезки не пересекались друг с другом (нигде кроме концов).
В результате квадрат разделился на треугольники, так что все отмеченные точки оказались
в вершинах треугольников, и ни одна не попала на стороны треугольников. Для каждой от-
меченной точки и для каждой вершины квадрата подсчитали число проведённых из неё
отрезков. Могло ли так случиться, что все эти числа оказались чётными?


