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Отношения отрезков, теоремы Чевы иМенелая

А мне считать, а мне считать,
А мне считать охота!

Песенка Водяного (почти)

На сторонах 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 треугольника 𝐴𝐵𝐶 (или их продолжениях) лежат точки 𝐶1, 𝐴1, 𝐵1 соот-
ветственно.

Теорема Менелая. Точки 𝐴1, 𝐵1 и 𝐶1 лежат на одной прямой, если и только если выполнено
соотношение
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Теорема Чевы. Прямые 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1 и 𝐶𝐶1 пересекаются в одной точке (или параллельны), если и
только если выполнено соотношение
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1. Через точку 𝑃, лежащую на медиане 𝐶𝐶1 треугольника 𝐴𝐵𝐶 проведены прямые 𝐴𝐴1 и 𝐵𝐵1
(точки 𝐴1 и 𝐵1 лежат на сторонах 𝐵𝐶 и 𝐴𝐶 соответственно). Докажите, что 𝐴1𝐵1 || 𝐴𝐵.

2. (а) Докажите, что отрезки, соединяющие вершины треугольника с соответствующими точ-
ками касания вписанной окружности со сторонами треугольника, пересекаются в одной
точке (точкаЖергонна).

(б) Докажите, что отрезки, соединяющие вершины треугольника с соответствующими точ-
ками касания трёх вневписанных окружностей со сторонами треугольника, пересекаются
в одной точке (точка Нагеля).

3. Докажите, что основания внешних биссектрис неравнобедренного треугольника лежат на
одной прямой.

4. Диагонали вписанного четырёхугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷 пересекаются в точке 𝑃. Биссектриса угла
𝐴𝐵𝐷 пересекает диагональ𝐴𝐶 в точке 𝐸, а биссектриса угла𝐴𝐶𝐷— диагональ 𝐵𝐷 в точке 𝐹. 
Докажите, что прямые 𝐴𝐹 и 𝐷𝐸 пересекаются на медиане треугольника 𝐴𝑃𝐷.

5. Касательная к описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶, проведённая в вершине 𝐴, пере-
секает прямую 𝐵𝐶 в точке 𝐴1. Аналогично определены точки 𝐵1 и 𝐶1. Докажите, что 𝐴1, 𝐵1,
𝐶1 лежат на одной прямой.

6. Вписанная в прямоугольный треугольник 𝐴𝐵𝐶 (∠𝐶 = 90∘) окружность касается его сторон
𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 в точках 𝐶1 и 𝐵1. Вневписанная окружность касается продолжения стороны 𝐵𝐶 за
точку 𝐶 в точке 𝐴1. Докажите, что 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 лежат на одной прямой.

7. Докажите, что в произвольном треугольнике три прямые, каждая из которых проходит че-
рез середину высоты и середину стороны, на которую эта высота опущена, пересекаются в
одной точке.


