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Фантастические ... и где они обитают

1. Точка𝑀— середина стороны𝐶𝐷параллелограмма𝐴𝐵𝐶𝐷, а точки𝐸и𝐹— основания высот
треугольника 𝐴𝐵𝑀, опущенных из вершин 𝐴 и 𝐵 соответственно. Докажите, что 𝐷𝐸 = 𝐶𝐹.

2. Диагонали 𝐴𝐷 и 𝐵𝐸 выпуклого пятиугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 пересекаются в точке 𝑃. Известно,
что 𝐴𝐶 = 𝐶𝐸 = 𝐴𝐸, ∠𝐴𝑃𝐵 = ∠𝐴𝐶𝐸 и 𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 = 𝐶𝐷 + 𝐷𝐸. Докажите, что 𝐴𝐷 = 𝐵𝐸.

3. Внутри параллелограмма 𝐴𝐵𝐶𝐷 расположена точка 𝑋. Докажите, что если ∠𝑋𝐴𝐵 = ∠𝑋𝐶𝐵,
то ∠𝑋𝐵𝐶 = ∠𝑋𝐷𝐶.

4. Трапеция 𝐴𝐵𝐶𝐷 с основаниями 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 такова, что ∠𝐴𝐵𝐶 = 90∘. Биссектриса угла 𝐵𝐴𝐷
пересекает отрезок 𝐵𝐶 в точке 𝑃. Оказалось, что ∠𝐴𝑃𝐷 = 45∘. Докажите, что площади че-
тырёхугольника 𝐴𝑃𝐶𝐷 и треугольника 𝐴𝐵𝑃 равны.

5. Окружность 𝜔, вписанная в прямоугольный треугольник 𝐴𝐵𝐶 (∠𝐶 = 90∘), касается сторон
𝐵𝐶 и𝐴𝐶 в точках𝐷 и 𝐸 соответственно. На стороне 𝐵𝐶 отмечена точка𝐺, а на стороне𝐴𝐶—
точка 𝐻 так, что 𝐵𝐺 = 𝐶𝐷, 𝐴𝐻 = 𝐶𝐸. Отрезки 𝐷𝐻 и 𝐺𝐸 пересекаются в точке 𝑀. Докажите,
что вторая точка пересечения описанных окружностей треугольников 𝐻𝐸𝑀 и 𝐺𝐷𝑀 лежит
на 𝜔.

6. Из точки 𝐸, лежащей на медиане 𝐴𝐷 треугольника 𝐴𝐵𝐶, опущен перпендикуляр 𝐸𝐹 на сто-
рону 𝐵𝐶. Из точки 𝑀, лежащей на прямой 𝐸𝐹, опущены перпендикуляры 𝑀𝑁 и 𝑀𝑃 на сто-
роны 𝐴𝐶 и 𝐴𝐵 соответственно. Оказалось, что точки 𝑁, 𝐸 и 𝑃 лежат на одной прямой. Дока-
жите, что точка 𝑀 лежит на биссектрисе угла 𝐵𝐴𝐶.

7. Пусть𝑀— точка пересечения диагоналей вписанного четырёхугольника,𝑁— точка пере-
сечения его средних линий (отрезков, соединяющих середины противоположных сторон),
а 𝑂 — центр описанной окружности. Докажите, что 𝑂𝑀 ⩾ 𝑂𝑁. 


