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Функция Эйлера

Определение.Пусть𝑛—натуральное число.ФункцияЭйлера𝜑(𝑛) определяется как количество
натуральных чисел, не превосходящих 𝑛 и взаимно простых с 𝑛.

1. Дано натуральное число 𝑛 > 2. Докажите, что 𝜑(𝑛) делится на 2.

2. Даны различные простые числа 𝑝 и 𝑞. Найдите (а) 𝜑(𝑝); (б) 𝜑(𝑝𝛼); (в) 𝜑(𝑝𝑞).

3. Даны взаимно простые числа 𝑎 и 𝑏.

(а) Ваня записал в клетках таблицы 𝑎 × 𝑏 натуральные числа от 1 до 𝑎𝑏 слева направо и
сверху вниз (на картинке ниже приведён пример заполнения для 𝑎 = 3, 𝑏 = 5). Докажи-
те, что если в некотором столбце нашлось число взаимно простое с 𝑏, то все числа этого
столбца взаимно просты с 𝑏. Сколько таких столбцов?
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(б) Рассмотрим некоторый столбец. Докажите, что числа этого столбца дают все возмож-
ные остатки от деления на 𝑎 по одному разу.

(в) Мультипликативность функции Эйлера. Натуральные числа 𝑎 и 𝑏 взаимно про-
сты. Докажите, что

𝜑(𝑎𝑏) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏).

4. Натуральное число 𝑛 разложили в произведение простых 𝑛 = 𝑝𝛼11 𝑝𝛼22 ⋯𝑝𝛼𝑘𝑘 . Докажите, что

𝜑(𝑛) = 𝑝𝛼1−11 𝑝𝛼2−12 ⋯𝑝𝛼𝑘−1𝑘 ⋅ (𝑝1 − 1)(𝑝2 − 1)⋯ (𝑝𝑘 − 1).

5. Найдите все натуральные 𝑛, при которых

(а) 𝜑(𝑛) = 4;

(б) 𝜑 (𝑛) = 𝑛
3
.

6. Докажите, что если 𝑛 делится на𝑚, то 𝜑(𝑛) делится на 𝜑(𝑚).

7. Дано натуральное число 𝑛. Докажите, что

∑
𝑑 ∣ 𝑛

𝜑(𝑑) = 𝑛.

Суммирование ведётся по всем делителям 𝑑 числа 𝑛.


