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Касательная к окружности

Теорема 1. Пусть на окружности 𝜔 отмечены точки 𝐴 и 𝐵, а также через точку 𝐴 прове-
дена прямая ℓ. Тогда ℓ касается 𝜔 тогда и только тогда, когда угол между ℓ и хордой 𝐴𝐵
равен половине градусной меры дуги 𝐴𝐵, лежащей внутри этого угла.

Теорема 2. Пусть две окружности имеют общую точку𝑋. Тогда они касаются в этой точке
тогда и только тогда, когда у них общая касательная в точке 𝑋.
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1. Касательная к описанной окружности неравнобедренного треугольника 𝐴𝐵𝐶, вос-
становленная в вершине 𝐴, пересекает прямую 𝐵𝐶 в точке 𝑆; точка 𝐿— основание
биссектрисы 𝐴𝐿 треугольника. Докажите, что 𝑆𝐴 = 𝑆𝐿.

2. Биссектрисы углов 𝐵 и 𝐶 остроугольного неравнобедренного треугольника 𝐴𝐵𝐶 пе-
ресекаются в точке 𝐼 и пересекают высоту из вершины 𝐴 в точках 𝑃 и 𝑄. Докажите,
что прямая 𝐴𝐼 касается описанной окружности треугольника 𝐼𝑃𝑄.

3. Точка𝐻—ортоцентр остроугольного треугольника𝐴𝐵𝐶. Касательные к описанным
окружностям треугольников 𝐴𝐻𝐵 и 𝐴𝐻𝐶, восстановленные в точке 𝐻, пересекают
прямую 𝐵𝐶 в точках 𝑋 и 𝑌 соответственно. Докажите, что 𝑋𝐻 = 𝑌𝐻.

4. Диагонали вписанного четырехугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷 пересекаются в точке 𝑃. Прямая,
проходящая через точку 𝑃 и перпендикулярная 𝑃𝐷, пересекает прямую 𝐴𝐷 в точке
𝐷1; аналогично определяется точка 𝐴1. Докажите, что касательная, проведенная в
точке 𝑃 к описанной окружности треугольника 𝐷1𝑃𝐴1, параллельна прямой 𝐵𝐶.

5. Лемма Архимеда. Окружность 𝜔 касается хорды 𝑀𝑁 окружности 𝛺 в точке 𝐵, а
окружности𝛺 в точке 𝐴. Докажите, что 𝐴𝐵 является биссектрисой угла𝑀𝐴𝑁.

6. Дан прямоугольный треугольник 𝐴𝐵𝐶, ∠𝐵𝐴𝐶 = 90∘. На «меньших» дугах 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶
его описанной окружности отмечены точки 𝐶0 и 𝐵0 соответственно. Отрезок 𝐵𝐵0
пересекает сторону 𝐴𝐶 в точке 𝐵1; отрезок 𝐶𝐶0 пересекает сторону 𝐴𝐵 в точке 𝐶1.
Докажите, что описанные окружности треугольников 𝐴𝐵1𝐵0 и 𝐴𝐶1𝐶0 касаются.

7. Точка 𝑃 внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶 такова, что ∠𝑃𝐶𝐵 = ∠𝑃𝐴𝐶 и ∠𝑃𝐵𝐶 = ∠𝑃𝐴𝐵. До-
кажите, что окружности, проходящие через середины сторон треугольников 𝑃𝐴𝐶 и



𝑃𝐴𝐵 касаются.

8. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 угол 𝐴 равен 60∘. Точки 𝐷 и 𝐸— основания перпендикуляров,
опущенныхиз точки𝐴набиссектрисывнешних углов𝐵и𝐶 треугольника𝐴𝐵𝐶, соот-
ветственно. Точка 𝑂—центр описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶. Докажите,
что окружности, описанные вокруг треугольников 𝐴𝐷𝐸 и 𝐵𝑂𝐶 касаются.


