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Критерии вписанности четырёхугольника

Теорема. Выпуклый четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 можно вписать в окружность тогда и толь-
ко тогда, когда выполнено хотя бы одно из эквивалентных условий:

(1) ∠𝐶𝐴𝐷 = ∠𝐶𝐵𝐷; (2) ∠𝐴𝐵𝐷 = ∠𝐴𝐶𝐷; (3) ∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐴𝐷𝐶 = 180∘;
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1. На сторонах𝐵𝐶,𝐶𝐴,𝐴𝐵 треугольника𝐴𝐵𝐶 отметили точки𝐴1,𝐵1,𝐶1 соответственно.
Докажите, что описанные окружности треугольников 𝐴𝐵1𝐶1, 𝐵𝐴1𝐶1 и 𝐶𝐴1𝐵1 пересе-
каются в одной точке.

2. Четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 вписан в окружность, точка 𝐾— середина «меньшей» дуги
𝐴𝐵 (т. е. не содержащей точек𝐶и𝐷). Пусть 𝑃и𝑄—точки пересечения пар хорд𝐶𝐾и
𝐴𝐵, 𝐷𝐾 и 𝐴𝐵 соответственно. Докажите, что четырёхугольник 𝐶𝑃𝑄𝐷— вписанный.

3. На хорде𝐴𝐵 окружности𝛺 с центром в точке𝑂 отмечена точка𝑋. Описанная окруж-
ность треугольника 𝐴𝑋𝑂 пересекает окружность 𝛺 в точках 𝐴 и 𝑌, причём точки
𝑂 и 𝑌 лежат по разные стороны от прямой 𝐴𝐵. Докажите, что 𝑋𝑌 = 𝑋𝐵.

4. В окружность с центром в точке 𝑂 вписана трапеция 𝐴𝐵𝐶𝐷 (𝐴𝐷 ∥ 𝐵𝐶). Диагонали
трапеции пересекаются в точке 𝐾. Докажите, что точки 𝐴, 𝐵, 𝐾, 𝑂 лежат на одной
окружности.

5. Востроугольном треугольнике𝐴𝐵𝐶на высоте, проведённойиз вершины𝐶, выбрана
точка 𝑋. Пусть 𝐴1 и 𝐵1 — основания перпендикуляров из точки 𝑋 на стороны 𝐴𝐶 и
𝐵𝐶 соответственно. Докажите, что точки 𝐴, 𝐵, 𝐵1, 𝐴1 лежат на одной окружности.

6. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 известно, что ∠𝐴 = 60∘. Докажите, что окруж-
ность, проходящая через ортоцентр, центр описанной окружности и центр вписан-
ной окружности треугольника𝐴𝐵𝐶, содержит центр однойиз вневписанных окруж-
ностей треугольника 𝐴𝐵𝐶.

7. Прямоугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 вписан в окружность. Из произвольной точки 𝑃 «малой» ду-
ги𝐴𝐵 опущеныперпендикуляры𝑃𝐼,𝑃𝑄,𝑃𝑅на𝐴𝐵,𝐴𝐶,𝐵𝐷 соответственно. Докажите,
что 𝐼—центр вписанной окружности треугольника 𝑃𝑄𝑅.



8. На стороне 𝐵𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 выбрана точка 𝐷. Окружность, описанная около
треугольника𝐴𝐷𝐵, пересекает сторону𝐴𝐶 в точке𝑀, а окружность, описанная около
треугольника 𝐴𝐷𝐶, пересекает сторону 𝐴𝐵 в точке 𝑁 (𝑀,𝑁 ≠ 𝐴). Пусть 𝑂— центр
описанной окружности треугольника 𝐴𝑀𝑁. Докажите, что 𝑂𝐷 ⟂ 𝐵𝐶.


