
[ЦПМ, кружок по математике, 8 класс]

[2024–2025 уч. г.] 8 класс 7 сентября 2024 г.

Диагностическая работа. Дистанционный этап.

Задача 1. У Артемия есть не более 400 шариков. Известно, что Артемий может оставить один
шарик себе и разделить оставшиеся на три равные группы. Также Артемий может оставить себе
2 шарика и разделить оставшиеся на 7 равных групп. Наконец, Артемий может разделить все
свои шарики на пять равных групп. Найдите наибольшее количество шариков, которое могло
быть у Артемия.

Задача 2.1. Математики, физики и химики стоят в очереди в библиотеку. Оказалось, что в оче-
реди ровно 37 физиков, перед каждым из которых стоит химик, и ровно 9 химиков, перед каж-
дым из которых стоит физик. Какое наименьшее число математиков может стоять в очереди?

Задача 2.2. Математики, физики и химики стоят в очереди в библиотеку. Оказалось, что в оче-
реди ровно 38 физиков, перед каждым из которых стоит химик, и ровно 12 химиков, перед каж-
дым из которых стоит физик. Какое наименьшее число математиков может стоять в очереди?

Задача 2.3. Математики, физики и химики стоят в очереди в библиотеку. Оказалось, что в оче-
реди ровно 39 физиков, перед каждым из которых стоит химик, и ровно 15 химиков, перед каж-
дым из которых стоит физик. Какое наименьшее число математиков может стоять в очереди?

Задача 2.4. Математики, физики и химики стоят в очереди в библиотеку. Оказалось, что в оче-
реди ровно 40 физиков, перед каждым из которых стоит химик, и ровно 18 химиков, перед каж-
дым из которых стоит физик. Какое наименьшее число математиков может стоять в очереди?

Задача 3. Найдите углы треугольника 𝐴𝐵𝐶.

Задача 4.1. Вадим задумал натуральное число. Оказалось, что сумма этого числа с его наимень-
шим делителем, отличным от 1, равна 3630. Найдите наименьшее число, которое мог задумать
Вадим.

Задача 4.2. Вадим задумал натуральное число. Оказалось, что сумма этого числа с его наимень-
шим делителем, отличным от 1, равна 5940. Найдите наименьшее число, которое мог задумать
Вадим.



Задача 4.3. Вадим задумал натуральное число. Оказалось, что сумма этого числа с его наимень-
шим делителем, отличным от 1, равна 8250. Найдите наименьшее число, которое мог задумать
Вадим.

Задача 4.4. Вадим задумал натуральное число. Оказалось, что сумма этого числа с его наимень-
шим делителем, отличным от 1, равна 1320. Найдите наименьшее число, которое мог задумать
Вадим.

Задача 5.1. У Вадима есть клетчатая доска 21×21. Он хочет разделить её клетки на прямоуголь-
ники так, чтобы среди них было ровно два «вертикальных» прямоугольника 𝑘 × 1 и ровно два
«горизонтальных» прямоугольника 1 × 𝑘 для каждого чётного натурального числа 𝑘 от 2 до 20,
а также ровно один прямоугольник 1 × 1. Сколькими способами Вадим может это сделать?

Задача 5.2. У Вадима есть клетчатая доска 19×19. Он хочет разделить её клетки на прямоуголь-
ники так, чтобы среди них было ровно два «вертикальных» прямоугольника 𝑘 × 1 и ровно два
«горизонтальных» прямоугольника 1 × 𝑘 для каждого чётного натурального числа 𝑘 от 2 до 18,
а также ровно один прямоугольник 1 × 1. Сколькими способами Вадим может это сделать?

Задача 5.3. У Вадима есть клетчатая доска 23×23. Он хочет разделить её клетки на прямоуголь-
ники так, чтобы среди них было ровно два «вертикальных» прямоугольника 𝑘 × 1 и ровно два
«горизонтальных» прямоугольника 1 × 𝑘 для каждого чётного натурального числа 𝑘 от 2 до 22,
а также ровно один прямоугольник 1 × 1. Сколькими способами Вадим может это сделать?

Задача 5.4. У Вадима есть клетчатая доска 25×25. Он хочет разделить её клетки на прямоуголь-
ники так, чтобы среди них было ровно два «вертикальных» прямоугольника 𝑘 × 1 и ровно два
«горизонтальных» прямоугольника 1 × 𝑘 для каждого чётного натурального числа 𝑘 от 2 до 24,
а также ровно один прямоугольник 1 × 1. Сколькими способами Вадим может это сделать?

Задача 6.1. Дан треугольник 𝐴𝐵𝐶. Cерединные перпендикуляры, восстановленные к сторонам
𝐴𝐵 и 𝐴𝐶, пересекают биссектрису угла ∠𝐵𝐴𝐶 в точках 𝑃 и 𝑄 соответственно. Также биссектриса
∠𝐵𝐴𝐶 повторно пересекает окружность, описанную около треугольника𝐴𝐵𝐶, в точке𝑊. Найди-
те длину отрезка 𝐴𝑊, если 𝐵𝑃 = 10, 𝐶𝑄 = 15.

Задача 6.2. Дан треугольник 𝐴𝐵𝐶. Cерединные перпендикуляры, восстановленные к сторонам
𝐴𝐵 и 𝐴𝐶, пересекают биссектрису угла ∠𝐵𝐴𝐶 в точках 𝑃 и 𝑄 соответственно. Также биссектриса
∠𝐵𝐴𝐶 повторно пересекает окружность, описанную около треугольника𝐴𝐵𝐶, в точке𝑊. Найди-
те длину отрезка 𝐴𝑊, если 𝐵𝑃 = 9, 𝐶𝑄 = 13.

Задача 6.3. Дан треугольник 𝐴𝐵𝐶. Cерединные перпендикуляры, восстановленные к сторонам
𝐴𝐵 и 𝐴𝐶, пересекают биссектрису угла ∠𝐵𝐴𝐶 в точках 𝑃 и 𝑄 соответственно. Также биссектриса
∠𝐵𝐴𝐶 повторно пересекает окружность, описанную около треугольника𝐴𝐵𝐶, в точке𝑊. Найди-
те длину отрезка 𝐴𝑊, если 𝐵𝑃 = 11, 𝐶𝑄 = 17.

Задача 6.4. Дан треугольник 𝐴𝐵𝐶. Cерединные перпендикуляры, восстановленные к сторонам
𝐴𝐵 и 𝐴𝐶, пересекают биссектрису угла ∠𝐵𝐴𝐶 в точках 𝑃 и 𝑄 соответственно. Также биссектриса
∠𝐵𝐴𝐶 повторно пересекает окружность, описанную около треугольника𝐴𝐵𝐶, в точке𝑊. Найди-
те длину отрезка 𝐴𝑊, если 𝐵𝑃 = 5, 𝐶𝑄 = 7.



Задача 7.1. На окружности отмечены вершины правильного 100-угольника. Какое наибольшее
количество попарно неравных треугольников с вершинами в отмеченных точках можно вы-
брать (треугольники могут иметь общие вершины или стороны)?

Задача 7.2. На окружности отмечены вершины правильного 98-угольника. Какое наибольшее
количество попарно неравных треугольников с вершинами в отмеченных точках можно вы-
брать (треугольники могут иметь общие вершины или стороны)?

Задача 7.3. На окружности отмечены вершины правильного 94-угольника. Какое наибольшее
количество попарно неравных треугольников с вершинами в отмеченных точках можно вы-
брать (треугольники могут иметь общие вершины или стороны)?

Задача 7.4. На окружности отмечены вершины правильного 92-угольника. Какое наибольшее
количество попарно неравных треугольников с вершинами в отмеченных точках можно вы-
брать (треугольники могут иметь общие вершины или стороны)?

Задача 8. Даны натуральные числа 𝑥, 𝑦, удовлетворяющие равенству

𝑥2 + 𝑦2

𝑥 + 𝑦 = 10.

Чему может быть равно меньшее из этих чисел?

Задача 9.1. В параллелограмме 𝐴𝐵𝐶𝐷 точка 𝐸 является серединой стороны 𝐵𝐶. Точка 𝐹 на от-
резке 𝐷𝐸 выбрана таким образом, что отрезки 𝐴𝐹 и 𝐷𝐸 перпендикулярны. Найдите угол ∠𝐹𝐵𝐸,
если ∠𝐷𝐴𝐵 = 80∘, а ∠𝐸𝐷𝐶 = 35∘.

Задача 9.2. В параллелограмме 𝐴𝐵𝐶𝐷 точка 𝐸 является серединой стороны 𝐵𝐶. Точка 𝐹 на от-
резке 𝐷𝐸 выбрана таким образом, что отрезки 𝐴𝐹 и 𝐷𝐸 перпендикулярны. Найдите угол ∠𝐹𝐵𝐸,
если ∠𝐷𝐴𝐵 = 70∘, а ∠𝐸𝐷𝐶 = 45∘.

Задача 9.3. В параллелограмме 𝐴𝐵𝐶𝐷 точка 𝐸 является серединой стороны 𝐵𝐶. Точка 𝐹 на от-
резке 𝐷𝐸 выбрана таким образом, что отрезки 𝐴𝐹 и 𝐷𝐸 перпендикулярны. Найдите угол ∠𝐹𝐵𝐸,
если ∠𝐷𝐴𝐵 = 100∘, а ∠𝐸𝐷𝐶 = 20∘.

Задача 9.4. В параллелограмме 𝐴𝐵𝐶𝐷 точка 𝐸 является серединой стороны 𝐵𝐶. Точка 𝐹 на от-
резке 𝐷𝐸 выбрана таким образом, что отрезки 𝐴𝐹 и 𝐷𝐸 перпендикулярны. Найдите угол ∠𝐹𝐵𝐸,
если ∠𝐷𝐴𝐵 = 85∘, а ∠𝐸𝐷𝐶 = 25∘.

Задача 10.1. Найдите количество перестановок (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥201) чисел

−99, −98, −97, … , −1, 0, 1, … , 101,

для которых выполнены неравенства

𝑥1𝑥2 ⩽ 𝑥2𝑥3 ⩽ … ⩽ 𝑥𝑖𝑥𝑖+1 ⩽ 𝑥𝑖+1𝑥𝑖+2 ⩽ … ⩽ 𝑥200𝑥201.



Задача 10.2. Найдите количество перестановок (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥197) чисел

−97, −96, −95, … , −1, 0, 1, … , 99,

для которых выполнены неравенства

𝑥1𝑥2 ⩽ 𝑥2𝑥3 ⩽ … ⩽ 𝑥𝑖𝑥𝑖+1 ⩽ 𝑥𝑖+1𝑥𝑖+2 ⩽ … ⩽ 𝑥196𝑥197.

Задача 10.3. Найдите количество перестановок (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥193) чисел

−95, −94, −93, … , −1, 0, 1, … , 97,

для которых выполнены неравенства

𝑥1𝑥2 ⩽ 𝑥2𝑥3 ⩽ … ⩽ 𝑥𝑖𝑥𝑖+1 ⩽ 𝑥𝑖+1𝑥𝑖+2 ⩽ … ⩽ 𝑥192𝑥193.

Задача 10.4. Найдите количество перестановок (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥189) чисел

−93, −92, −91, … , −1, 0, 1, … , 95,

для которых выполнены неравенства

𝑥1𝑥2 ⩽ 𝑥2𝑥3 ⩽ … ⩽ 𝑥𝑖𝑥𝑖+1 ⩽ 𝑥𝑖+1𝑥𝑖+2 ⩽ … ⩽ 𝑥188𝑥189.

Задача 11.1. В выпуклом четырёхугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷 выполнено ∠𝐴 = 2∠𝐵. На стороне 𝐴𝐵 на-
шлась такая точка 𝐸, что ∠𝐵𝐶𝐸 = ∠𝐷𝐶𝐸 = ∠𝐴𝐸𝐷. Найдите длину отрезка 𝐴𝐸, если 𝐴𝐷 = 9,
𝐵𝐸 = 17.

Задача 11.2. В выпуклом четырёхугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷 выполнено ∠𝐴 = 2∠𝐵. На стороне 𝐴𝐵 на-
шлась такая точка 𝐸, что ∠𝐵𝐶𝐸 = ∠𝐷𝐶𝐸 = ∠𝐴𝐸𝐷. Найдите длину отрезка 𝐴𝐸, если 𝐴𝐷 = 6,
𝐵𝐸 = 13.

Задача 11.3. В выпуклом четырёхугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷 выполнено ∠𝐴 = 2∠𝐵. На стороне 𝐴𝐵 на-
шлась такая точка 𝐸, что ∠𝐵𝐶𝐸 = ∠𝐷𝐶𝐸 = ∠𝐴𝐸𝐷. Найдите длину отрезка 𝐴𝐸, если 𝐴𝐷 = 13,
𝐵𝐸 = 29.

Задача 11.4. В выпуклом четырёхугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷 выполнено ∠𝐴 = 2∠𝐵. На стороне 𝐴𝐵 на-
шлась такая точка 𝐸, что ∠𝐵𝐶𝐸 = ∠𝐷𝐶𝐸 = ∠𝐴𝐸𝐷. Найдите длину отрезка 𝐴𝐸, если 𝐴𝐷 = 7,
𝐵𝐸 = 18.

Задача 12.1. Ненулевые вещественные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑥, 𝑦, 𝑧 таковы, что

𝑎 = 𝑏 + 𝑐
𝑥 − 2 , 𝑏 = 𝑎 + 𝑐

𝑦 − 2 , 𝑐 = 𝑎 + 𝑏
𝑧 − 2 .

Оказалось, что 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 = 100, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2024. Найдите, чему равно 𝑥𝑦𝑧.



Задача 12.2. Ненулевые вещественные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑥, 𝑦, 𝑧 таковы, что

𝑎 = 𝑏 + 𝑐
𝑥 − 2 , 𝑏 = 𝑎 + 𝑐

𝑦 − 2 , 𝑐 = 𝑎 + 𝑏
𝑧 − 2 .

Оказалось, что 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 = 90, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2023. Найдите, чему равно 𝑥𝑦𝑧.

Задача 12.3. Ненулевые вещественные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑥, 𝑦, 𝑧 таковы, что

𝑎 = 𝑏 + 𝑐
𝑥 − 2 , 𝑏 = 𝑎 + 𝑐

𝑦 − 2 , 𝑐 = 𝑎 + 𝑏
𝑧 − 2 .

Оказалось, что 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 = 110, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2025. Найдите, чему равно 𝑥𝑦𝑧.

Задача 12.4. Ненулевые вещественные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑥, 𝑦, 𝑧 таковы, что

𝑎 = 𝑏 + 𝑐
𝑥 − 2 , 𝑏 = 𝑎 + 𝑐

𝑦 − 2 , 𝑐 = 𝑎 + 𝑏
𝑧 − 2 .

Оказалось, что 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 = 120, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2026. Найдите, чему равно 𝑥𝑦𝑧.


