
1. Äåä Ìîðîç êàòàåòñÿ íà êîíüêàõ ïî ëåäÿíîìó êîëüöó, äâèãàÿñü ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.
Îäíîâðåìåííî èç òîé æå òî÷êè â òîì æå íàïðàâëåíèè ñòàðòóåò Ñíåãóðî÷êà. Îíà äâèæåò-
ñÿ â 6,5 ðàç ìåäëåííåå Äåäà. Êîãäà Äåä óäàëÿåòñÿ îò Ñíåãóðî÷êè (òî åñòü, êðàò÷àéøåå
ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ðàñò¼ò), îíà ëü¼ò ñë¼çû, à êîãäà ïðèáëèæàåòñÿ, òî íå ëü¼ò. Êàêîå
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî öåëûõ êðóãîâ íàäî áóäåò ïðîåõàòü Äåäó Ìîðîçó, ÷òîáû ê ýòîìó
ìîìåíòó Ñíåãóðî÷êà çàëèëà ñëåçàìè âñ¼ ëåäÿíîå êîëüöî?
Îòâåò: 13 êðóãîâ.
Ðåøåíèå: Ïîíÿòíî, ÷òî Ñíåãóðî÷êà äëÿ íåêîòîðîãî d ÷åðåäóåò çàïëàêèâàåìûå è íåçà-
ïëàêèâàåìûå èíòåðâàëû äëèíû d, òàê êàê îòíîñèòåëüíî íå¼ Äåä Ìîðîç ðàâíîìåðíî åäåò
ïî êðóãó. Ýòî d ðàâíî 1/11 êðóãà, òàê êàê îòíîñèòåëüíî íå¼ çà òàêîé æå ïðîìåæóòîê
âðåìåíè Äåä Ìîðîç óêàòûâàåòñÿ íà (6, 5−1)/11 = 1/2 êðóãà. Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî îíà
çàëü¼ò ñëåçàìè âåñü êðóã ðîâíî â òîò ìîìåíò, êîãäà ïðîåäåò 21/11 êðóãà. Äåä Ìîðîç ïðè
ýòîì ïðîåäåò (21 · 6, 5)/11 = (21/22) · 13 êðóãîâ. Îò íàñ òðåáóþò öåëûé îòâåò, ïîýòîìó
îêðóãëÿåì ââåðõ, ïîëó÷àåì 13.

2. Ñêîëüêî ðàçíûõ ïðèìåðîâ ìîæíî âûëîæèòü èç ÷åòûð¼õ êàðòî÷åê ñ ÷èñëàìè 0, 10, 100,
1000 è òð¼õ êàðòî÷åê ñî çíàêàìè äåéñòâèé: `'+� (ïðèáàâèòü), `'×� (óìíîæèòü) è `':� (ðàç-
äåëèòü)? (Â ïðèìåðå äîëæíû áûòü èñïîëüçîâàíû âñå êàðòî÷êè, çíàêè äåéñòâèé äîëæíû
ñòîÿòü ìåæäó ÷èñëàìè è íå äîëæíî áûòü äåëåíèÿ íà 0.)
Îòâåò: 108 ïðèìåðîâ.
Ðåøåíèå: Â êàæäîì ïðèìåðå ÷åðåäóþòñÿ çíàêè è ÷èñëà, íà÷èíàåì ñ ÷èñåë. Íàìåòèì 4
ìåñòà äëÿ ÷èñåë è 3 � äëÿ çíàêîâ, è ñíà÷àëà ðàññòàâèì çíàêè, à ïîòîì � ÷èñëà. Çíàê
`'+� ìîæíî ïîñòàâèòü íà ëþáîå èç òð¼õ ìåñò, çíàê `'×� � íà ëþáîå èç äâóõ îñòàâøèõñÿ,
çíàê `':� � íà åäèíñòâåííîå îñòàâøååñÿ. Èòîãî 3! = 6 ðàññòàíîâîê. Òåïåðü ðàññòàâèì
÷èñëà. 0 ìîæíî ïîñòàâèòü íà ëþáîå ìåñòî, êðîìå ìåñòà çà çíàêîì äåëåíèÿ (3 âàðèàí-
òà), 10 � íà ëþáîå èç 3 îñòàâøèõñÿ, 100 � íà ëþáîå èç äâóõ îñòàâøèõñÿ, 1000 � íà
ïîñëåäíåå îñòàâøååñÿ. Âñåãî ïîëó÷àåì 6 · (3 · 3 · 2 · 1) = 108 ïðèìåðîâ.

3. Êëåòêè òàáëèöà 8× 8 çàïîëíÿþòñÿ ÷èñëàìè îò 1 äî 64. Ïðè ýòîì ÷èñëî 1 ìîæíî ïîñòà-
âèòü â ëþáóþ êëåòêó, çàòåì ÷èñëî 2 íóæíî ïîñòàâèòü â îäíó èç ñâîáîäíûõ ñîñåäíèõ ïî
ñòîðîíå êëåòîê ñ 1, ÷èñëî 3 � â ñâîáîäíóþ ñîñåäíþþ ïî ñòîðîíå êëåòêó ñ 2 è ò.ä. Êàêîå
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë ìîæåò îêàçàòüñÿ â îäíîé ñòðîêå?
Ðåøåíèå: Ðàñêðàñèì êëåòêè òàáëèöû â ÷¼ðíûé è áåëûé öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå.
Òîãäà äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñëà çàíèìàþò êëåòêè ïðîòèâîïîëîæíûõ öâåòîâ, à ÷èñëà
ñ îäèíàêîâîé ÷¼òíîñòüþ � êëåòêè îäíîãî öâåòà. Êðîìå 2, âñå ïðîñòûå ÷èñëà íå÷¼òíûå, à
äëÿ íå÷¼òíûõ ÷èñåë åñòü ÷åòûðå ìåñòà â ëþáîé ñòðîêå è ëþáîì ñòîëáöå. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, êîòîðîå ìû ìîæåì ðàçìåñòèòü â îäíîé ñòðîêå,
ðàâíî 5. Â òàáëèöå íèæå ïîêàçàíî, ÷òî ýòî âîçìîæíî.



4. Ïðî íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî èçâåñòíî, ÷òî îíî íå äåëèòñÿ íà 7 è â åãî äåñÿòè÷íîé
çàïèñè òî÷íî åñòü öèôðû 1, 3, 7, 9. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ÷èñëå ìîæíî ïåðåñòàâèòü
öèôðû òàê, ÷òîáû îíî ñòàëî äåëèòüñÿ íà 7.
Ðåøåíèå: Ïóñòü â èñõîäíîì ÷èñëå k > 4 öèôðû. Âîçüì¼ì ïî îäíîé öèôðå 1, 3, 7, 9 è
ïîäáåð¼ì íà÷àëî A èç íèõ. Èç îñòàâøèõñÿ k − 4 öèôð (åñëè îíè åñòü) ñîçäàäèì ÷èñëî
B > 0 (âîçìîæíî, ñ ëèäèðóþùèìè íóëÿìè), êîòîðîå ïðèïèøåì ïîñëå A. Çàìåòèì, ÷òî
ìîæíî ïðèäóìàòü 7 ðàçíûõ íà÷àë ñ ðàçíûìè îñòàòêàìè îò äåëåíèÿ íà 7:

1379 � îñòàòîê 0 1793 � îñòàòîê 1 3719 � îñòàòîê 2 1739 � îñòàòîê 3
1397 � îñòàòîê 4 3197 � îñòàòîê 5 1973 � îñòàòîê 6

Äîêàæåì, ÷òî ïðè ïðèïèñûâàíèè íà÷àë ñ ðàçíûìè îñòàòêàìè îò äåëåíèÿ íà 7 ê îäíîìó è
òîìó æå ÷èñëó-îêîí÷àíèþ B áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ÷èñëà ñ ðàçíûìè îñòàòêàìè ïðè äåëåíèè
íà 7. Ïóñòü Ai è Aj èìåþò ðàçíûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 7, ò.å. (Ai − Aj) íå äåëèòñÿ
íà 7. Òîãäà èç âçàèìíîé ïðîñòîòû 7 è 10k−4 ñëåäóåò, ÷òî (Ai − Aj) · 10k−4 íå äåëèòñÿ
íà 7. Çíà÷èò ó ÷èñåë Ai · 10k−4 è Aj · 10k−4 ðàçíûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 7. Òîãäà ïðè
óâåëè÷åíèè ýòèõ ÷èñåë íà îäíî è òî æå ÷èñëî B (åñëè îñòàâøèõñÿ öèôð íåò, òî ôàêò
óæå äîêàçàí) ïîëó÷èì ÷èñëà Ai · 10k−4 + B = AiB è Aj · 10k−4 + B = AjB ñ ðàçíûìè
îñòàòêàìè îò äåëåíèÿ íà 7. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îêîí÷àíèÿ B ìû ñìîæåì
ïîäîáðàòü îäíî èç ñåìè íà÷àë, ÷òîáû ÷èñëî AB äåëèëîñü íà 7.
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ïåðåâåðíóòü, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå íàïèñàííûõ äðîáåé (ñòàðûõ íå ïåðåâ¼ðíóòûõ è íîâûõ
ïåðåâ¼ðíóòûõ) áûëî ðàâíî 1?
Îòâåò: ïðè n, ÿâëÿþùèõñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì.
Ðåøåíèå: Åñëè èñêîìîå ïåðåâîðà÷èâàíèå ñóùåñòâóåò, òî åãî ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû
n îêàçàëîñü â çíàìåíàòåëå, èíà÷å ïåðåâåðí¼ì âñå äðîáè. Ñðàçó ñîêðàòèì ÷èñëî 1. Ïîñëå
ïåðåâîðà÷èâàíèÿ íåêîòîðûõ äðîáåé êàæäîå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 2 äî n − 1 áóäåò
ëèáî â ñòåïåíè 1 â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå, ëèáî â ñòåïåíè 2 òîëüêî â îäíîé ÷àñòè
äðîáè. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êâàäðàòîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ïîýòîìó ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ïîëó÷èì äðîáü âèäà
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= n. Âñå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñåë a2 è b2 âõîäÿò â ÷¼òíûõ ñòåïåíÿõ â èõ ðàçëîæåíèÿ íà

ïðîñòûå ìíîæèòåëè. ×èñëî
a2

b2
= n � íàòóðàëüíîå, ïðè÷¼ì ñòåïåíè âõîæäåíèÿ ïðîñòûõ

ìíîæèòåëåé â åãî ðàçëîæåíèå ðàâíû ðàçíîñòÿì ñîîòâåñòâóþùèõ ñòåïåíåé äëÿ ÷èñåë a2 è
b2, ò.å. ÷¼òíûì ÷èñëàì. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî n îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Èñêîìûé ïðèìåð äëÿ n = k2 ìîæíî ïîñòðîèòü, ïåðåâåðíóâ âñå

äðîáè, íà÷èíàÿ ñ
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. Òîãäà âñå ÷èñëà ñîêðàòÿòñÿ ñàìè ñ ñîáîé, êðîìå k2 â ÷èñëèòåëå

è n â çíàìåíàòåëå, íî
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= 1, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàòåëüñòâî.

6. Â îëèìïèàäå ó÷àñòâîâàëè 49 øêîëüíèêîâ. Èì áûëî ïðåäëîæåíî ðåøèòü 3 çàäà÷è. Êàæäàÿ
çàäà÷à îöåíèâàëàñü îò 0 äî 7 áàëëîâ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâà øêîëüíèêà, ïåðâûé
èç êîòîðûõ ïîëó÷èë çà êàæäóþ çàäà÷ó íå ìåíüøå áàëëîâ, ÷åì âòîðîé.
Ðåøåíèå: Îòìåòèì òî÷êè òðeõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè îò 0 äî



7. Âñåãî èõ 83 = 512 è ðàñïîëîæåíû îíè âíóòðè è íà ïîâåðõíîñòè êóáà. Öåïüþ íàçîâeì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòìå÷åííûõ òî÷åê Ai = (xi, yi, zi), òàêóþ ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò Ak ê
Ak+1 ðîâíî îäíà êîîðäèíàòà óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1.

Ïîêðîåì âñå òî÷êè 48 öåïÿìè. Ïðåäúÿâèì èõ â âèäå ëîìàíûõ, óêàçûâàÿ âåðøèíû:

1.1) (0; 0; 0)− (0; 0; 7)− (0; 7; 7)− (7; 7; 7); 4.1) (3; 0; 0)− (3; 0; 7)− (3; 4; 7)− (7; 4; 7);
1.2) (0; 1; 0)− (0; 1; 6)− (0; 7; 6)− (7; 7; 6); 4.2) (3; 1; 0)− (3; 1; 6)− (3; 4; 6)− (7; 4; 6);
1.3) (0; 2; 0)− (0; 2; 5)− (0; 7; 5)− (7; 7; 5); 4.3) (3; 2; 0)− (3; 2; 5)− (3; 4; 5)− (7; 4; 5);
1.4) (0; 3; 0)− (0; 3; 4)− (0; 7; 4)− (7; 7; 4); 4.4) (3; 3; 0)− (3; 3; 4)− (3; 4; 4)− (7; 4; 4);
1.5) (0; 4; 0)− (0; 4; 3)− (0; 7; 3)− (7; 7; 3); 4.5) (3; 4; 0)− (3; 4; 3)− (7; 4; 3);
1.6) (0; 5; 0)− (0; 5; 2)− (0; 7; 2)− (7; 7; 2); 4.6) (4; 4; 0)− (4; 4; 2)− (7; 4; 2);
1.7) (0; 6; 0)− (0; 6; 1)− (0; 7; 1)− (7; 7; 1); 4.7) (5; 4; 0)− (5; 4; 1)− (7; 4; 1);
1.8) (0; 7; 0)− (7; 7; 0); 4.8) (6; 4; 0)− (7; 4; 0);
2.1) (1; 0; 0)− (1; 0; 7)− (1; 6; 7)− (7; 6; 7); 5.1) (4; 0; 0)− (4; 0; 7)− (4; 3; 7)− (7; 3; 7);
2.2) (1; 1; 0)− (1; 1; 6)− (1; 6; 6)− (7; 6; 6); 5.2) (4; 1; 0)− (4; 1; 6)− (4; 3; 6)− (7; 3; 6);
2.3) (1; 2; 0)− (1; 2; 5)− (1; 6; 5)− (7; 6; 5); 5.3) (4; 2; 0)− (4; 2; 5)− (4; 3; 5)− (7; 3; 5);
2.4) (1; 3; 0)− (1; 3; 4)− (1; 6; 4)− (7; 6; 4); 5.4) (4; 3; 0)− (4; 3; 4)− (7; 3; 4);
2.5) (1; 4; 0)− (1; 4; 3)− (1; 6; 3)− (7; 6; 3); 5.5) (5; 3; 0)− (5; 3; 3)− (7; 3; 3);
2.6) (1; 5; 0)− (1; 5; 2)− (1; 6; 2)− (7; 6; 2); 5.6) (6; 3; 0)− (6; 3; 2)− (7; 3; 2);
2.7) (1; 6; 0)− (1; 6; 1)− (7; 6; 1); 5.7) (7; 3; 0)− (7; 3; 1);
2.8) (2; 6; 0)− (7; 6; 0); 6.1) (5; 0; 0)− (5; 0; 7)− (5; 2; 7)− (7; 2; 7);
3.1) (2; 0; 0)− (2; 0; 7)− (2; 5; 7)− (7; 5; 7); 6.2) (5; 1; 0)− (5; 1; 6)− (5; 2; 6)− (7; 2; 6);
3.2) (2; 1; 0)− (2; 1; 6)− (2; 5; 6)− (7; 5; 6); 6.3) (5; 2; 0)− (5; 2; 5)− (7; 2; 5);
3.3) (2; 2; 0)− (2; 2; 5)− (2; 5; 5)− (7; 5; 5); 6.4) (6; 2; 0)− (6; 2; 4)− (7; 2; 4);
3.4) (2; 3; 0)− (2; 3; 4)− (2; 5; 4)− (7; 5; 4); 6.5) (7; 2; 0)− (7; 2; 3);
3.5) (2; 4; 0)− (2; 4; 3)− (2; 5; 3)− (7; 5; 3); 7.1) (6; 0; 0)− (6; 0; 7)− (6; 1; 7)− (7; 1; 7);
3.6) (2; 5; 0)− (2; 5; 2)− (7; 5; 2); 7.2) (6; 1; 0)− (6; 1; 6)− (7; 1; 6);
3.7) (3; 5; 0)− (3; 5; 1)− (7; 5; 1); 7.3) (7; 1; 0)− (7; 1; 5);
3.8) (4; 5; 0)− (7; 5; 0); 8.1) (7; 0; 0)− (7; 0; 7)

Âñåãî öåïåé 8 + 8 + 8 + 8 + 7 + 5 + 3 + 1 = 48 øòóê. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè øêîëüíèêîâ
49 > 48, òî êàêàÿ-íèáóäü öåïü ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû õîòÿ áû äâóõ øêîëüíèêîâ à çíà÷èò,
ýòè øêîëüíèêè � èñêîìûå.


