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Изогональное сопряжение в треугольнике

Точки 𝑃 и 𝑄 называются изогонально сопряженными относительно треугольника 𝐴𝐵𝐶, если пря-
мые𝐴𝑃и𝐴𝑄,𝐵𝑃и𝐵𝑄,𝐶𝑃и𝐶𝑄 симметричныотносительно биссектрис углов𝐴, 𝐵, 𝐶 треугольника
соответственно.

1. Касательные к описанной окружности треугольника𝐴𝐵𝐶 в точках𝐴 и𝐶 пересекаются в точ-
ке 𝑃. Точка𝑄 симметрична точке 𝐵 относительно середины отрезка𝐴𝐶. Докажите, что точки
𝑃 и 𝑄 изогонально сопряжены.

2. Внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶 взята точка 𝑃. Пусть 𝑄— центр окружности, проходящей через
точки, симметричные 𝑃 относительно сторон. Докажите, что 𝑃 и𝑄 изогонально сопряжены.

3. Педальная окружность. Опустим из точки 𝑃 перпендикуляры на стороны треугольника
(или их продолжения) и рассмотрим окружность, проходящую через основания перпенди-
куляров. Докажите, что эта окружность совпадает с окружностью, построенной таким же
образом для точки 𝑄, изогонально сопряженной точке 𝑃.

4. В трапеции 𝐴𝐵𝐶𝐷 боковая сторона 𝐶𝐷 перпендикулярна основаниям. Диагонали пересека-
ются в точке 𝑀. Точка 𝑆 диаметрально противоположна 𝑀 на описанной окружности тре-
угольника 𝐶𝑀𝐷. Докажите, что ∠𝐵𝑆𝐶 = ∠𝐴𝑆𝐷.

5. 𝐴𝐴0, 𝐵𝐵0, 𝐶𝐶0—высотытреугольника𝐴𝐵𝐶,𝑀—произвольная точка.𝐴1 – точка, симметрич-
ная 𝑀 относительно 𝐵𝐶; аналогично определим точки 𝐵1, 𝐶1. Докажите, что прямые 𝐴0𝐴1,
𝐵0𝐵1, 𝐶0𝐶1 пересекаются в одной точке.

6. Теорема Паскаля.Шестиугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 вписан в окружность. Отрезки 𝐴𝐶 и 𝐵𝐹 пере-
секаются в точке 𝑋, отрезки 𝐴𝐷 и 𝐵𝐸— в точке 𝑌 , отрезки 𝐹𝐷 и 𝐶𝐸— в точке 𝑍. Докажите,
что точки 𝑋, 𝑌, 𝑍 лежат на одной прямой.

7. Пусть 𝐻 – основание высоты из вершины 𝐴 треугольника 𝐴𝐵𝐶 и 𝐻𝑎 – точка, симметрич-
ная точке𝐻 относительно середины стороны 𝐵𝐶. Касательные к описанной окружности тре-
угольника 𝐴𝐵𝐶, проведенные в точках 𝐵 и 𝐶, пересекаются в точке 𝑋. Перпендикуляр к 𝑋𝐻𝑎,
проведенный в точке 𝐻𝑎, пересекает прямые 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 в точках 𝑌 и 𝑍 соответственно. Дока-
жите, что ∠𝑌𝑋𝐵 = ∠𝑍𝑋𝐶.

8. Точки 𝑃,𝑄 изогонально сопряжены в треугольнике 𝐴𝐵𝐶. 𝑊 - середина дуги 𝐵𝐴𝐶 окружно-
сти (𝐴𝐵𝐶). Прямая, которая проходит через точку 𝑃 и параллельна 𝐴𝑊 пересекает стороны
𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 в точках 𝑃𝑐, 𝑃𝑏 соответственно. Прямая, которая проходит через точку 𝑄 и парал-
лельна 𝐴𝑊 пересекает стороны 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 в точках 𝑄𝑐, 𝑄𝑏 соответственно. Прямые𝑊𝑃 и𝑊𝑄
повторно пересекают окружность (𝐴𝐵𝐶) в точках 𝑋, 𝑌 соответственно. Докажите, что точки
𝑃𝑏, 𝑃𝑐, 𝑄𝑏, 𝑄𝑐, 𝑋, 𝑌 лежат на одной окружности.
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