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Линейный функции

Числовая функция 𝑓 на плоскости называется линейной, если выполнено одно из двух
эквивалентных условий:

• Для любых точек 𝐴, 𝐵, 𝐶 и вещественных 𝜆 и 𝜇 таких, что 𝜇 + 𝜆 ≠ 0 и точка 𝐶 делит
отрезок 𝐴𝐵 в отношении

𝐴𝐶
𝐶𝐵
= 𝜇
𝜆
, верно равенство

𝑓(𝐶) = 𝜆
𝜆 + 𝜇𝑓(𝐴) +

𝜇
𝜆 + 𝜇𝑓(𝐵).

• Существуют вещественные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 такие, что для любой точки 𝐴 с координа-
тами (𝑥, 𝑦) верно

𝑓(𝐴) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐.

Основные примеры линейных функций:

• 𝑓(𝑋) ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

• 𝑓(𝑋)— ориентированное расстояние от точки 𝑋 до фиксированной прямой 𝑙.

• 𝑓(𝑋)— ориентированная площадь треугольника 𝑋𝐵𝐶, где 𝐵 и 𝐶 - фиксированные
точки.

• 𝑓(𝑋) — разность степеней точки 𝑋 относительно двух фиксированных окружно-
стей 𝜔1 и 𝜔2.

1. (а) Докажите, чтомножествомнулейлинейнойфункциислужитпрямая, плоскость
либо пустое множество.

(б) Докажите, что линейная комбинация линейных функций — вновь линейная
функция.

2. Дан выпуклый четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 с не параллельными сторонами. Найдите
ГМТ 𝑋 внутри четырехугольника таких что 𝑆𝐴𝑋𝐶 + 𝑆𝐵𝑋𝐷 = 𝑆𝐶𝑋𝐵 + 𝑆𝐷𝑋𝐴.

3. Построив соответствующуюлинейнуюфункцию, докажите, что основания трёх внеш-
них биссектрис неравнобедренного треугольника лежат на одной прямой.

4. (a) В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведены биссектрисы 𝐴𝐴1 и 𝐶𝐶1. На отрезке 𝐴1𝐶1 взя-
та произвольная точка 𝑃. Докажите, что сумма расстояний от 𝑃 до 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 равна
расстоянию до 𝐴𝐶.

(b) Дан выпуклый четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷. Лучи 𝐴𝐵 и 𝐷𝐶 пересекаются в точке 𝑃,
лучи 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶 в точке 𝑄. Биссектрисы углов 𝐵𝐴𝐷 и 𝐵𝐶𝐷 пересекаются в точке 𝑋,
биссектрисы углов 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴𝐷𝐶 в точке 𝑌; наконец, внешние биссектрисы углов 𝐴𝑃𝐶
и 𝐴𝑄𝐶 пересекаются в точке 𝑍. Докажите, что точки 𝑋, 𝑌, 𝑍 лежат на одной прямой.

5. В остроугольном треугольнике𝐴𝐵𝐶 проведены высоты 𝐵𝐵1 и𝐶𝐶1. С центром в точке
𝐵построена окружность𝜔𝐵 радиуса 1

2𝐵𝐵1; с центромв точке𝐶построена окружность
𝜔𝐶 радиуса 1

2𝐶𝐶1. Прямая 𝑙 - общая внешняя касательная к окружностям 𝜔𝐵 и 𝜔𝐶, не
пересекающая треугольник 𝐴𝐵𝐶. Докажите, что инцентр треугольника, образован-
ного прямыми 𝐴𝐵,𝐴𝐶 и 𝑙, лежит на отрезке 𝐵𝐶.

6. (a) (Прямая Гаусса) Продолжения сторон 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 выпуклого четырёхугольника
𝐴𝐵𝐶𝐷 пересекаются в точке 𝐸, продолжения сторон 𝐵𝐶 и 𝐴𝐷 в точке 𝐹. Построив со-
ответствующую линейную функцию, докажите, что середины отрезков 𝐴𝐶, 𝐵𝐷, 𝐸𝐹
лежат на одной прямой.

(b) (Теорема Ньютона) Использовав построенную линейную функцию, докажите,
что в описанном четырехугольнике центр вписанной окружности лежит на прямой
Гаусса этого четырехугольника.

7. Прямая 𝑙 делит площадь и периметр треугольника 𝐴𝐵𝐶 пополам. Докажите, что 𝑙
проходит через центр вписанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶.

8. Даны две окружности 𝜔𝐴 и 𝜔𝐵, лежащие вне друг друга. Рассматриваются всевоз-
можные пары точек 𝐴 и 𝐵 такие, что 𝐴 ∈ 𝜔𝐴, 𝐵 ∈ 𝜔𝐵 и длины отрезков касательных
из 𝐴 к 𝜔𝐵 и из 𝐵 к 𝜔𝐴 равны. Найдите локус (т.е. геометрическое место) середин
всевозможных отрезков 𝐴𝐵.

9. Внешние биссектрисы 𝐵𝐵1 и 𝐶𝐶1 треугольника 𝐴𝐵𝐶 с наименьшей стороной 𝐵𝐶 пе-
ресекаются в точке 𝐼𝐴. На отрезках 𝐵𝐶1, 𝐶𝐵1 взяли точки 𝑋 и 𝑌 соответственно так,
что отрезок 𝑋𝑌 проходит через 𝐼𝐴. Докажите, что отражения прямых 𝐶𝑋 и 𝐵𝑌 отно-
сительно осей 𝐶𝐼𝐴 и 𝐵𝐼𝐴 соответственно пересекаются на прямой 𝐵1𝐶1.


