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Окружность Аполлония.

1. Окружность Аполлония. Дан отрезок 𝐴𝐵 и положительное число 𝑘. Докажите, что
при 𝑘 ≠ 1 ГМТ 𝑋, таких что 𝐴𝑋

𝐵𝑋 = 𝑘— это окружность.

2. Пусть𝛺—окружностьАполлониядля точек𝐴и𝐵, причемточка𝐴лежитвне окруж-
ности 𝛺. Из точки 𝐴 проведены касательные 𝐴𝑃 и 𝐴𝑄 к окружности 𝛺. Докажите,
что 𝐵— середина отрезка 𝑃𝑄.

3. Пусть𝛺𝑐—окружностьАполлония вершин𝐴и𝐵 треугольника𝐴𝐵𝐶, для точек𝑋 ко-
торой выполнено 𝑋𝐴

𝑋𝐵 = 𝐶𝐴
𝐶𝐵 . Докажите, что𝛺𝑐 ортогональна описанной окружности

треугольника 𝐴𝐵𝐶.

4. Точки𝐴и𝐵 лежатна диаметре данной окружности.Проведите через них две равные
хорды с общим концом.

5. Углы ∠𝐴𝑂𝐵 и ∠𝐶𝑂𝐷 совмещаются поворотом так, что луч 𝑂𝐴 совмещается с лучом
𝑂𝐶, а луч 𝑂𝐵— с 𝑂𝐷. В них вписаны окружности, пересекающиеся в точках 𝐸 и 𝐹.
Доказать, что углы ∠𝐴𝑂𝐸 и ∠𝐷𝑂𝐹 равны.

6. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведены три окружности Аполлония (для каждой пары вер-
шин). Докажите, что:

(а) они имеют ровно две общие точки (точки Аполлония).

(б) проекции каждой точки Аполлония на стороны треугольника образуют пра-
вильный треугольник

(в) прямая, соединяющая точкиАполлония, проходитчерезцентр описаннойокруж-
ности треугольника.

7. Внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶 отметили точку 𝑃. Прямые 𝐴𝑃, 𝐵𝑃, 𝐶𝑃 вторично пересе-
кают описанную окружность треугольника𝐴𝐵𝐶 в точках𝐾, 𝐿,𝑀 соответственно. Ка-
сательная к окружности (𝐴𝐵𝐶) в точке 𝐶 пересекает 𝐴𝐵 в точке 𝑆. Докажите, что
𝑆𝐶 = 𝑆𝑃 тогда и только тогда, когда𝑀𝐾 = 𝑀𝐿.


