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Точки Брокара

Точкой Брокара треугольника 𝐴𝐵𝐶 называется такая точка 𝑃, что∠𝐴𝐵𝑃 = ∠𝐶𝐴𝑃 = ∠𝐵𝐶𝑃 = 𝜙. Угол
𝜙 называется углом Брокара треугольника.

1. Докажите, что точка Брокара существует и единственна.

2. В треугольник 𝐴𝐵𝐶. На его сторонах вне треугольника построим со- ответственно подобные
ему треугольники 𝐶𝐴′𝐵, 𝐶𝐴𝐵′, 𝐶′𝐴𝐵 той же ориентации.

(a) Докажите, что окружности, описанные около трех построенных треугольников, пересе-
каются в точке 𝑃.

(b) Докажите, что прямые 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶′ пересекаются в точке 𝑃.

3. Отметим в треугольнике 𝐴𝐵𝐶 точку 𝑄, что ∠𝐶𝐵𝑄 = ∠𝐵𝐴𝑄 = ∠𝐴𝐶𝑄 = 𝜓 (кстати, почему
мы это можем сделать?). Докажите, что 𝜓 = 𝜙, т.е. точки Брокара изогонально сопряжены
относительно треугольника.

4. Докажите, что педальный треугольник точки 𝑃 подобен треугольнику𝐴𝐵𝐶. (Вершинами пе-
дального треугольника по определению являются проекции точки 𝑃 на прямые 𝐵𝐶,𝐶𝐴,𝐴𝐵).

5. Обозначим через 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 соответственно вторые точки пересечения прямых 𝐴𝑃, 𝐵𝑃, 𝐶𝑃 с
описанной окружностью треугольника 𝐴𝐵𝐶.

(a) Докажите, что треугольники 𝐴𝐵𝐶 и 𝐵1𝐶1𝐴1 равны.

(b) Докажите, что 𝑂𝑃 = 𝑂𝑄 и ∠𝑃𝑂𝑄 = 2𝜙, где 𝑂—центр окружности (𝐴𝐵𝐶).

6. Пусть 𝑃 и 𝑄 — точки Брокара треугольника 𝐴𝐵𝐶. Прямые 𝐶𝑃 и 𝐵𝑄,𝐴𝑃 и 𝐶𝑄, 𝐵𝑃 и 𝐴𝑄 пе-
ресекаются в точках 𝐴1, 𝐵1 и 𝐶1 соответственно. Докажите, что описанная окружность тре-
угольника𝐴1𝐵1𝐶1 проходит через точки 𝑃и𝑄.Треугольник𝐴1𝐵1𝐶1 называюттреугольником
Брокара.

7. Углы треугольника 𝐴𝐵𝐶 обозначены через 𝛼, 𝛽, 𝛾. Докажите, что

(a) 𝑠𝑖𝑛(3𝜙) = 𝑠𝑖𝑛(𝛼 − 𝜙)𝑠𝑖𝑛(𝛽 − 𝜙)𝑠𝑖𝑛(𝛾 − 𝜙);

(b) 𝑐𝑡𝑔(𝜙) = 𝑐𝑡𝑔(𝛼) + 𝑐𝑡𝑔(𝛽) + 𝑐𝑡𝑔(𝛾).

8. Отрезок 𝐴𝑆— симедиана треугольника 𝐴𝐵𝐶. Докажите, что прямые 𝑆𝑃 и 𝑆𝑄 симметричны
относительно прямой 𝐵𝐶.

9. Обозначим через 𝐿 точку Лемуана треугольника 𝐴𝐵𝐶 (то есть точку пересечения симедиан).
Точка 𝑂— центр окружности (𝐴𝐵𝐶). Докажите, что точки 𝑃 и 𝑄 лежат на окружности, по-
строенной на отрезке 𝑂𝐿 как на диаметре.


