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Рекурренты. Алгебра.

1. Пусть последовательность 𝑎0, 𝑎1,… , 𝑎𝑛,… задана рекуррентным соотношением

𝑎𝑛+2 + 𝑝1𝑎𝑛+1 + 𝑝0𝑎𝑛 = 0(для всех целых 𝑛 ⩾ 0),
а также начальными членами 𝑎0, 𝑎1. Предположим, что квадратное уравнение 𝑥2 +
𝑝1𝑥 + 𝑝0 = 0 имеет два различных корня 𝜆1, 𝜆2.
(а) Проверьте, что для любых чисел 𝑐1, 𝑐2 последовательность 𝑎𝑛 = 𝑐1𝜆𝑛1 + 𝑐2𝜆𝑛2 удо-
влетворяет условию

𝑎𝑛+2 + 𝑝1𝑎𝑛+1 + 𝑝0𝑎𝑛 = 0.
(б) Докажите, что любая последовательность, удовлетворяющая условию

𝑎𝑛+2 + 𝑝1𝑎𝑛+1 + 𝑝0𝑎𝑛 = 0,
обязательно имеет вид 𝑎𝑛 = 𝑐1𝜆𝑛1 + 𝑐2𝜆𝑛2 для некоторых чисел 𝑐1, 𝑐2.

2. В обозначениях предыдущей задачи предположим, что квадратное уравнение 𝑥2 +
𝑝1𝑥 + 𝑝0 = 0 имеет один корень 𝜆 (кратности 2).
(а) Проверьте, что для любых чисел 𝑐1, 𝑐2 последовательность 𝑎𝑛 = (𝑐1𝑛 + 𝑐2) 𝜆𝑛 удо-
влетворяет условию

𝑎𝑛+2 + 𝑝1𝑎𝑛+1 + 𝑝0𝑎𝑛 = 0.
(б) Докажите, что любая последовательность, удовлетворяющая условию

𝑎𝑛+2 + 𝑝1𝑎𝑛+1 + 𝑝0𝑎𝑛 = 0,

обязательно имеет вид 𝑎𝑛 = (𝑐1𝑛 + 𝑐2) 𝜆𝑛 для некоторых чисел 𝑐1, 𝑐2.
3. С помощью задач 1,2 найдите формулу общего члена последовательности

(а) 𝑎1 = 2, 𝑎2 = 1, 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 12𝑎𝑛−2;
(б) 𝑎1 = 1, 𝑎2 = 1, 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2;
(в) 𝑏1 = 2, 𝑏2 = 12, 𝑏𝑛 = 4𝑏𝑛−1 − 4𝑏𝑛−2.

4. Найдите остаток от деления на 4 целого числа (3 +√7)2024 + (3 −√7)2024
5. Пусть 𝑥1 и 𝑥2 — корни квадратного уравнения 𝑥2 − 6𝑥 + 1 = 0. Докажите, что при

любом натуральном 𝑛 число 𝑥𝑛1 + 𝑥𝑛2 является целым и не делится на 5.

6. Последовательность задана рекуррентно: 𝑎1 = 1
2 , 𝑎1 + 𝑎2 +… + 𝑎𝑛 = 𝑛2𝑎𝑛. Найдите

формулу общего члена.

7. Последовательность {𝑎𝑖} задана рекурентно: 𝑎0 = 𝑎, 𝑎𝑛+1 = 2𝑛 − 3𝑎𝑛. При каких
значениях 𝑎 последовательность является монотонно возрастающей?

8. Дано натуральное число 𝑛. Найдите наибольшую степень двойки, на которую де-
лится число

⌊ (3 +√11)2𝑛−1 ⌋.


