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Неравенство Гёльдера

1. (а) Докажите, что если три набора {𝑎𝑖},{𝑏𝑖},{𝑐𝑖} неотрицательных вещественных чисел
удовлетворяют соотношениями∑𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖 =∑
𝑛
𝑖=1 𝑏𝑖 =∑

𝑛
𝑖=1 𝑐𝑖 = 1, то тогда

1 ⩾ 3√𝑎1𝑏1𝑐1 +
3√𝑎2𝑏2𝑐2 +… +

3√𝑎𝑛𝑏𝑛𝑐𝑛.

(б) ДокажитенеравенствоГёльдерадлялюбых трёхнаборов{𝑎𝑖},{𝑏𝑖},{𝑐𝑖}неотрицатель-
ных вещественных чисел:

(𝑎1 + 𝑎2 +…𝑎𝑛)(𝑏1 + 𝑏2 +… + 𝑏𝑛)(𝑐1 + 𝑐2 +… + 𝑐𝑛) ⩾ (
3√𝑎1𝑏1𝑐1 +

3√𝑎2𝑏2𝑐2 +… +
3√𝑎𝑛𝑏𝑛𝑐𝑛)

3
.

Аналогичное неравенство справедливо и для бо́льшего числа наборов.

2. Не раскрывая никаких скобок, для любых положительных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 докажите

(𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2)(𝑏2 + 𝑏𝑐 + 𝑐2)(𝑐2 + 𝑐𝑎 + 𝑎2) ⩾ (𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎)3.

3. Положительные числа 𝑎, 𝑏 и 𝑐 таковы, что 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1. Докажите, что

𝑎
3√𝑎 + 2𝑏

+

𝑏
3√𝑏 + 2𝑐

+

𝑐
3√𝑐 + 2𝑎

⩾ 1.

4. Даны неотрицательные вещественные числа 𝑥, 𝑦, 𝑧 с суммой 3. Докажите
√

𝑥
1 + 2𝑦𝑧

+

√
𝑦

1 + 2𝑧𝑥
+

√

𝑧
1 + 2𝑥𝑦

⩾
√

3 .

5. Для положительных 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 верно (𝑎3 + 𝑏3)4 = 𝑐3 + 𝑑3. Докажите, что 𝑎4𝑐 + 𝑏4𝑑 ⩾ 𝑐𝑑.

6. Даны положительные числа 𝑥, 𝑦, 𝑧 с соотношением 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 = 3. Докажите

𝑥
√
𝑥 + 𝑦

+

𝑦
√
𝑦 + 𝑧

+

𝑧
√

𝑧 + 𝑥
⩾

3
√

2
.

7. Положительные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 таковы, что 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 = 1. Докажите неравенство

3

√
1
𝑥
+ 6𝑦 + 3

√
1
𝑦
+ 6𝑧 +

3

√
1
𝑧
+ 6𝑥 ⩽

1
𝑥𝑦𝑧

.

8. Докажите, что для произвольных положительных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 выполнено
¿

Á
ÁÀ

𝑎3

𝑎3 + (𝑏 + 𝑐)3
+

¿

Á
ÁÀ

𝑏3

𝑏3 + (𝑐 + 𝑎)3
+

¿

Á
ÁÀ

𝑐3

𝑐3 + (𝑎 + 𝑏)3
⩾ 1.


