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Тренировочная олимпиада

1. Действительные числа 𝑥, 𝑦 и 𝑧 таковы, что 𝑥2 + 𝑦 = 𝑦2 + 𝑧 = 𝑧2 + 𝑥. Докажите, что

𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 = 𝑥𝑦2 + 𝑦𝑧2 + 𝑧𝑥2.

2. Дано нечётное натуральное число 𝑛 > 1. На доске записаны числа

𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2,… , 2𝑛 − 1.

Докажите, что можно стереть одно из них так, чтобы сумма оставшихся чисел не
делилась ни на одно из оставшихся чисел.

3. В окружности проведены хорды 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶, биссектриса угла 𝐵𝐴𝐶 пересекает окруж-
ность в точке𝐷, точка 𝐸—основание перпендикуляра из𝐷 на прямую𝐴𝐵. Доказать,
что длина 𝐴𝐸 равна полусумме длин 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶.

4. На плоскости отмечено 𝑛 > 3 точек, никакие три из которых не лежат на одной
прямой. Докажите, что количество параллелограммов площади 1 с вершинами в
отмеченных точках не превосходит 𝑛(𝑛−2)

6
.

5. Дана бесконечная возрастающая последовательность положительных веществен-
ных чисел 𝑎1 < 𝑎2 < 𝑎3 < 𝑎4 < … , каждое из которых меньше 1. Докажите, что
существует число, встречающееся в последовательности
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𝑎3
3 ,

𝑎4
4 ,…

ровно один раз.


