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Немного многочленов и непрерывности

1. (а) Многочлен 𝑃(𝑥) таков, что уравнение 𝑃(𝑥) = 𝑥 не имеет корней. Докажите, что
уравнение 𝑃(𝑃(𝑥)) = 𝑥 также не имеет корней.

(б) Пусть 𝑃(𝑥)имеет нечётную степень. Докажите, что уравнение 𝑃(𝑃(𝑥)) = 0имеет
не меньше различных действительных корней, чем уравнение 𝑃(𝑥) = 0.

(в) Многочлен 𝑃(𝑥) таков, что многочлены 𝑃(𝑃(𝑥)) и 𝑃(𝑃(𝑃(𝑥))) строго монотонны
на всей вещественной оси. Докажите, что 𝑃(𝑥) тоже строго монотонен на всей веще-
ственной оси.

2. Пусть 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥, 𝑔(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥2 + 1. Докажите, что при любых действитель-
ных 𝑎 и 𝑏, сумма которых не равна 0, многочлен 𝑎𝑓(𝑥) + 𝑏𝑔(𝑥) имеет три различных
действительных корня.

3. Пусть многочлен 𝑃(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + … + 𝑎0 имеет хотя бы один действи-
тельный корень и 𝑎0 ≠ 0. Докажите, что, последовательно вычеркивая в некотором
порядке одночлены в записи 𝑃(𝑥), можно получить из него число 𝑎0 так, чтобы каж-
дый промежуточный многочлен также имел хотя бы один действительный корень.

4. Докажите, что для любого 0 ⩽ 𝑎 ⩽ 1
50
и для любого многочлена 𝑃(𝑥) степени 99,

такого, что 𝑃(0) = 𝑃(1) = 0, найдутся такие 𝑥1 и 𝑥2 из отрезка [0, 1], что 𝑃(𝑥1) = 𝑃(𝑥2)
и 𝑥2 − 𝑥1 = 𝑎.


