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Счет в комплексных. Начало

Фундамент.Основная идея состоит в том, что есть однозначное соответствие между точ-
ками на плоскости и комплексными числами. Мы выбираем ноль и направление веще-
ственной и мнимых осей. Тогда каждой точки плоскости соответствует комплексное чис-
ло.

Суть. Умножение на комплексное число - это поворотная гомотетия.

Общие формулы. Условие типа 𝑧 ∈ ℝ равносильно 𝑧 = 𝑧.

• |𝐴𝐵|2 = (𝑎 − 𝑏)(𝑎 − 𝑏)

• 𝐴, 𝐵, 𝐶 коллинеарны тогда и только тогда, когда 𝑎 − 𝑏
𝑎 − 𝑐 ∈ ℝ

• 𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝐷 тогда и только тогда, когда 𝑎 − 𝑏
𝑐 − 𝑑 ∈ ℝ

• 𝐴𝐵 ⟂ 𝐶𝐷 тогда и только тогда, когда 𝑎 − 𝑏
𝑐 − 𝑑 ∈ 𝑖ℝ

• ∠𝐴1𝐵1𝐶1 = ∠𝐴2𝐵2𝐶2 тогда и только тогда, когда
𝑎1 − 𝑏1
𝑐1 − 𝑏1

∶ 𝑎2 − 𝑏2
𝑐2 − 𝑏2

∈ ℝ

• 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 коцикличны тогда и только тогда, когда 𝑎 − 𝑐
𝑏 − 𝑐 ∶

𝑎 − 𝑑
𝑏 − 𝑑 ∈ ℝ

• Верны все формулы, которые верны для векторов, ведь комплексные числа - это
тоже векторы.

Т.к. мы часто пользуемся принадлежностью к ℝ, то нам надо будет работать с сопряжен-
ными векторами. А в этом нам хорошо помогает единичная окружность.

1. Пусть 𝛺 – единичная окружность на комплексной плоскости. Тогда докажите фор-
мулы:

(а) 𝑍 ∈ 𝛺 тогда и только тогда, когда 𝑧𝑧 = 1.

(б) 𝐴𝐵 ⟂ 𝐶𝐷(𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ 𝛺) тогда и только тогда, когда 𝑎𝑏 + 𝑐𝑑 = 0.

(в) (Самая важная!) 𝑍 ∈ 𝐴𝐵(𝐴, 𝐵 ∈ 𝛺) тогда и только тогда, когда 𝑧 + 𝑎𝑏𝑧 = 𝑎 + 𝑏.

(г) 𝑍𝐴 касается𝛺(𝐴 ∈ 𝛺) тогда и только тогда, когда 𝑧 + 𝑎2𝑧 = 2𝑎.

(д) 𝑍 – точка пересечения касательных к 𝐴 и 𝐵 к 𝛺 тогда и только тогда, когда 𝑧 =
2𝑎𝑏
𝑎 + 𝑏 .

(е) 𝐾 – основание перпендикуляра из 𝑍 на 𝐴𝐵(𝐴, 𝐵 ∈ 𝛺) тогда и только тогда, когда

𝑘 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑧 − 𝑎𝑏𝑧
2 .

(ж) 𝐻 – ортоцентр 𝐴𝐵𝐶(𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝛺) тогда и только тогда, когда ℎ = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐.

А теперь можно и на задачах попрактиковаться.

2. Четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 вписан в окружность. Докажите, что ортоцентры треуголь-
ников 𝐴𝐵𝐶,𝐴𝐵𝐷,𝐴𝐶𝐷 и 𝐵𝐶𝐷 лежат на одной окружности.

3. Прямая 𝑡 касается описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶 в точке 𝐵. 𝐾 проекция
ортоцентра 𝐴𝐵𝐶 на 𝑡, 𝐿 середина 𝐴𝐶. Докажите, что треугольник 𝐵𝐾𝐿 равнобедрен-
ный.

4. (У кого-то уже было, но решите в комплах) Докажите, что середины трех отрезков,
соединяющихпроекциипроизвольной точкиплоскостинапарыпротивоположных
сторон или диагоналей вписанного в окружность четырехугольника, лежат на од-
ной прямой.

5. Остроугольный неравнобедренный треугольник 𝐴𝐵𝐶 вписан в окружность 𝜔 с цен-
тром 𝑂. Прямая 𝐴𝑂 вторично пересекает 𝜔 в точке 𝐴1. Касательная к 𝜔, восстанов-
ленная в точке 𝐴1, пересекает 𝐵𝐶 в точке 𝑋. Прямая 𝑋𝑂 пересекает стороны 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶
в точках 𝑃 и 𝑄. Докажите, что 𝑂 середина 𝑃𝑄.

6. На окружности 𝜔 отмечены две точки 𝐴 и 𝐵. Касательные к 𝜔 к точкам 𝐴 и 𝐵 пере-
секаются в точке 𝑆. Хорда 𝑋𝑌 окружности 𝜔 проходит через середину𝑀 отрезка 𝐴𝐵.
Докажите, что ∠𝑋𝑆𝑀 = ∠𝑀𝑆𝑌.

7. В выпуклом четырёхугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷 углы при вершинах 𝐴, 𝐵, 𝐶 равны. Докажите,
что прямая Эйлера треугольника 𝐴𝐵𝐶 проходит через 𝐷.
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