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Часть I

Группа 10–1



1. Алгебра



[ЦПМ, кружок по математике] М.А. Ложкин

[2024-2025] группа 10-1 5 ноября

Симметрические многочлены

Определение.Многочлен от нескольких переменных называется симметрическим, если он не
меняется при любых перестановках переменных.

Определение. Элементарным симметрическим многочленом называется многочлен

𝜎𝑘(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛) = ∑
𝑖1<𝑖2<…<𝑖𝑘

𝑥𝑖1𝑥𝑖2 …𝑥𝑖𝑘.

Основная теорема. Всякий симметрический многочлен единственным образом представляет-
ся в видемногочлена от элементарных симметрических. Коэффициентыэтогомногочлена—це-
лочисленные линейные комбинации коэффициентов исходного многочлена.

Лемма 1. Пусть 𝑢 = 𝑎𝑥𝑘11 𝑥
𝑘2
2 …𝑥𝑘𝑛𝑛 — старший одночлен (относительно лексикографического

порядка) симметрического многочлена. Тогда 𝑘1 ⩾ 𝑘2 ⩾ … ⩾ 𝑘𝑛.

Лемма 2. Для любого одночлена 𝑢 = 𝑥𝑘11 𝑥
𝑘2
2 …𝑥𝑘𝑛𝑛 с 𝑘1 ⩾ 𝑘2 ⩾ … ⩾ 𝑘𝑛 ⩾ 0 существуют такие

целые неотрицательные числа 𝑚1, 𝑚2,… ,𝑚𝑛, что старший одночлен многочлена 𝜎
𝑚1
1 𝜎𝑚2

2 …𝜎𝑚𝑛
𝑛

совпадает с 𝑢.

1. (а) Докажите лемму 1.

(б) Докажите лемму 2.

(в) Проведя индукцию по лексикографическому порядку, докажите существование пред-
ставления из формулировки теоремы.

(г) Предположив, что существует два различных представления и сократив все совпада-
ющие члены, рассмотрите старший одночлен и докажите единственность представления.

2. Выразите 𝑥31 + 𝑥32 + 𝑥33 + 𝑥34 через 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3.

3. Про целые числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 известно, что 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0. Докажите, что число 2𝑎4 + 2𝑏4 + 2𝑐4

является точным квадратом.

4. Даны вещественные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 и 𝑥, 𝑦, 𝑧, причём

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 = 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3.

Докажите, что 𝑎2024 + 𝑏2024 + 𝑐2024 = 𝑥2024 + 𝑦2024 + 𝑧2024.

5. Многочлен 𝑥2024 + 𝑦2024 выразили через элементарные симметрические как 𝑃(𝑥𝑦, 𝑥 + 𝑦).
Найдите сумму всех коэффициентов многочлена 𝑃.

6. Рекуррентная формула Ньютона. Обозначим 𝑝𝑘(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛) = 𝑥𝑘1 + 𝑥𝑘2 +…+𝑥𝑘𝑛. Дока-
жите, что при 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛 имеет место равенство

𝑝𝑘 − 𝑝𝑘−1𝜎1 +…+ (−1)𝑘−1𝑝1𝜎𝑘−1 + (−1)𝑘𝑘𝜎𝑘 = 0.

Как должна выглядеть формула при 𝑘 > 𝑛?



7. Дано нечётное простое число 𝑝. Многочлен с целыми коэффициентами называется пере-
становочным по модулю 𝑝, если среди его значений в целых точках встречаются все воз-
можные остатки при делении на 𝑝. Докажите, что у нелинейного приведённого переста-
новочного многочлена степень не может быть делителем числа 𝑝 − 1.



[ЦПМ, кружок по математике] М.А. Ложкин

[2024-2025] группа 10-1 6 ноября

Симметрические многочлены - 2

1. Дан многочлен с рациональными коэффициентами. Докажите, что любой симметриче-
ский многочлен от его (комплексных) корней есть рациональное число.

2. Докажите основную теорему о симметрических многочленах от нескольких наборов пере-
менных. Если многочлен не меняется от перестановки переменных внутри наборов 𝑥1,…,
𝑥𝑛, 𝑦1,…, 𝑦𝑚,…, то его можно выразить через основные симметрические многочлены от 𝑥1,
…, 𝑥𝑛, 𝑦1,…, 𝑦𝑚,… (и через оставшиеся переменные).
Пример: (𝑡−𝑥1−𝑦1)(𝑡−𝑥2−𝑦1)(𝑡−𝑥1−𝑦2)(𝑡−𝑥2−𝑦2) выражается через 𝑡 и 𝑥1+𝑥2, 𝑥1𝑥2, 𝑦1+
𝑦2, 𝑦1𝑦2.

Определение. Комплексное число 𝛼 называется алгебраическим, если оно является корнем
многочлена с рациональными коэффициентами.

3. Пусть 𝛼, 𝛽— алгебраические числа. Докажите, что числа (а) −𝛼; (б) 𝛼−1; (в) 𝛼 + 𝛽 и 𝛼𝛽
также являются алгебраическими.

4. Юра посчитал произведение всех 2100 чисел вида

±√1 ± √2 ±…±√99 ± √100.

Докажите, что число, которое он получил, является (а) целым; (б) квадратом целого чис-
ла.

5. Все корни приведённого многочлена с целыми коэффициентами имеют модуль 1. Дока-
жите, что все они являются корнями из единицы.



[ЦПМ, кружок по математике] М.А. Ложкин

[2024-2025] группа 10-2 6 ноября

Уравнение Пелля. Теория

Определение. Уравнением Пелля называется диофантово уравнение

𝑥2 −𝑚𝑦2 = 1,

где 𝑚 — натуральное число, не являющееся точным квадратом. Решение (𝑥0, 𝑦0) называется
нетривиальным, если (𝑥0, 𝑦0) ≠ (±1, 0).

Геометрическийсмысл.Любаяцелочисленная точка, кроме (0, 0), лежитна однойиз гипербол
ℓ𝑁, задаваемой уравнением 𝑥2 − 𝑚𝑦2 = 𝑁, где 𝑁— целое ненулевое число. Асимптотами таких
гипербол являются прямые 𝑥 = √𝑚𝑦 и 𝑥 = −√𝑚𝑦. Решение уравнения Пелля равносильно
нахождению всех целочисленных точек гиперболы ℓ1.

𝑥

𝑦

𝑥2 −𝑚𝑦2 = 1

𝑥 = √𝑚𝑦

𝑥 = −√𝑚𝑦

Пример: 𝑥2 − 2𝑦2 = 1.

1. Если (𝑥, 𝑦)— решение, то (3𝑥 + 4𝑦, 2𝑥 + 3𝑦)— тоже решение.

2. Определим (𝑥0, 𝑦0) = (1, 0)и (𝑥𝑖+1, 𝑦𝑖+1) = (3𝑥𝑖+4𝑦𝑖, 2𝑥𝑖+3𝑦𝑖). Хочется доказать, что (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)—все
неотрицательные решения уравнения 𝑥2−2𝑦2 = 1. Для доказательства используем то, что
отображение (𝑥, 𝑦) ↦ (3𝑥 + 4𝑦, 2𝑥 + 3𝑦) имеет обратное (𝑥, 𝑦) ↦ (3𝑥 − 4𝑦, 3𝑦 − 2𝑥).

3. Преобразование (𝑥, 𝑦) ↦ (3𝑥 + 4𝑦, 2𝑥 + 3𝑦) сдвигает точки по правой ветви гиперболы ℓ𝑁,
увеличивая 𝑦 (здесь 𝑥, 𝑦 не обязательно целые).

4. Если (𝑥, 𝑦)— неотрицательное решение и 3𝑦 − 2𝑥 < 0, то (𝑥, 𝑦) = (1, 0). Таким образом,
(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)— это все решения уравнения 𝑥2 − 2𝑦2 = 1.

Алгебраический смысл



Рассмотрим кольцо ℤ [√𝑚] = {𝑎 + 𝑏√𝑚 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ}. В этом кольце есть операция сопряжения

𝑎 + 𝑏√𝑚 = 𝑎 − 𝑏√𝑚.

Определим норму элемента

𝑁(𝑎 + 𝑏√𝑚) = 𝑎2 −𝑚𝑏2 = (𝑎 + 𝑏√𝑚) ⋅ 𝑎 + 𝑏√𝑚.

Норма и сопряжение обладают хорошими свойствами: для 𝛼, 𝛽 ∈ ℤ [√𝑚] выполнено

• 𝛼 + 𝛽 = 𝛼 + 𝛽;

• 𝛼𝛽 = 𝛼 ⋅ 𝛽;

• 𝑁(𝛼𝛽) = 𝑁(𝛼) ⋅ 𝑁(𝛽).

Решить уравнение Пелля 𝑥2 −𝑚𝑦2 = 1 ⇔ найти все элементы кольца ℤ [√𝑚] нормы 1

Некоторые элементы в кольцах бывают обратимыми. В ℤ [√𝑚] это в точности элементы с нор-
мой ±1.

Пусть (𝑥1, 𝑦1)—нетривиальное положительное решение уравнение Пелля с наименьшим 𝑥1 (⇔
с наименьшим 𝑦1). Оно называется фундаментальным.

Тогда 𝑁((𝑥1 + 𝑦1√𝑚)𝑘) = 1, то есть мы нашли бесконечную серию решений. Докажем, что это
все положительные решения. Отображение

𝑥 + 𝑦√𝑚 ↦ (𝑥1 + 𝑦1√𝑚) ⋅ (𝑥 + 𝑦√𝑚) = (𝑥1𝑥 + 𝑚𝑦1𝑦) + (𝑥1𝑦 + 𝑦1𝑥)√𝑚

(в координатномвиде егоможно записать (𝑥, 𝑦) ↦ (𝑥1𝑥+𝑚𝑦1𝑦, 𝑥1𝑦+𝑦1𝑥)) естьнаше таинственное
отображение. А обратное к нему — это умножение на (𝑥1 + 𝑦1√𝑚)

−1
.

Умножение на 𝑥1+𝑦1√𝑚 переводит точки с правой ветви гиперболы ℓ1 на неё же, сохраняя при
этом порядок точек (по координате 𝑦).

Лемма о монотонности. Сопоставим точке (𝑥, 𝑦), 𝑥 > 0, вещественное число 𝑥 + 𝑦√𝑚. Пусть
(𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)— два решения уравнения Пелля. Тогда

𝑦1 < 𝑦2 ⟺𝑥1 + 𝑦1√𝑚 < 𝑥2 + 𝑦2√𝑚.

Теорема. Числа±(𝑥1 + 𝑦1√𝑚)
𝑘
, 𝑘 ∈ ℤ—это все элементы кольца ℤ [√𝑚] с нормой 1, то есть все

решения уравнения Пелля.

Замечание. В координатном виде решения уравнения Пелля — это пары

±(
(𝑥1 + 𝑦1√𝑚)

𝑘
+ (𝑥1 − 𝑦1√𝑚)

𝑘

2 ,
(𝑥1 + 𝑦1√𝑚)

𝑘
− (𝑥1 − 𝑦1√𝑚)

𝑘

2√𝑚
) .



[ЦПМ, кружок по математике] М.А. Ложкин

[2024-2025] группа 10-2 7 ноября

Уравнение Пелля. Задачи

Теперь можно забыть почти всё вышесказанное.

1. (а) Докажите, что элемент 𝛼 ∈ ℤ [√𝑚] обратим (то есть существует такой элемент 𝛽 того
же кольца, что 𝛼𝛽 = 1) тогда и только тогда, когда 𝑁(𝛼) = ±1.

(б) Пусть (𝑥, 𝑦)— решение уравнение Пелля, 𝜂 = 𝑥 + 𝑦√𝑚. Тогда

𝜂 > 1⟺ 𝑥 > 0, 𝑦 > 0 и 0 < 𝜂 < 1⟺ 𝑥 > 0, 𝑦 < 0.

(в) Забыв про гиперболы, про преобразования, и помня только о нормах и предыдущем
пункте, докажите основную теорему о решениях уравнения Пелля.

2. Решите в целых числах уравнение 𝑥2 − 6𝑥𝑦 + 𝑦2 = 1.

3. Пифагорова тройка (3, 4, 5) такова, что длины катетов отличаются на 1. А сколько всего
пифагоровых троек с этим свойством?

4. Докажите, что если разность двух последовательных кубов равна 𝑛2, то 2𝑛 − 1— точный
квадрат.

5. Рассмотрим уравнение 𝑥2 −𝑚𝑦2 = 𝑟, 𝑟 ∈ ℤ, 𝑟 ≠ 0,𝑚 > 0—не квадрат.

(а) Приведите пример такого уравнения, у которого нет решений.

(б) Докажите, что это уравнение либо не имеет решений, либо имеет бесконечно много
решений. Как явно выписать какую-нибудь бесконечную серию решений?

6. Пусть 𝑙(𝑛)— количество простых чисел в разложении числа 𝑛. Например, 𝑙(12) = 3. Дока-
жите, что есть бесконечно много чисел 𝑛 со свойством:

(а) 𝑙(𝑛) и 𝑙(𝑛 + 1) оба нечётны;

(б) 𝑙(𝑛) и 𝑙(𝑛 + 1) оба чётны.



[ЦПМ, кружок по математике] М.А. Ложкин

[2024-2025] группа 10-1 9 ноября

Уравнение Пелля - 2

1. Пусть 𝑥1 + 𝑦1√𝑚, 𝑥2 + 𝑦2√𝑚 ∈ ℤ [√𝑚]. Оказалось, что 𝑥1 ≡ 𝑥2 (mod 𝑛) и 𝑦1 ≡ 𝑦2 (mod 𝑛),
где 𝑛 = |𝑁(𝑥2 + 𝑦2√𝑚)|. Докажите, что тогда 𝑥1 + 𝑦1√𝑚 делится на 𝑥2 + 𝑦2√𝑚.

2. Докажите, что если на некоторой гиперболе

ℓ𝑁 = {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥2 −𝑚𝑦2 = 𝑁}

лежит бесконечное число целых точек, то уравнение Пелля 𝑥2 − 𝑚𝑦2 = 1 имеет нетриви-
альное решение.

Предположим, что на каждой из гипербол лежит лишь конечное число целых точек. Обозначим
𝐴 область между гиперболам ℓ𝑁 и ℓ−𝑁. Каждой целой точке из 𝐴 (кроме (0, 0)) сопоставим угол
как на картинке.

3. Докажите, что на гиперболе ℓ𝑁 найдётся вещественная точка, не покрытая ни одним рас-
сматриваемым углом.

4. ЛеммаМинковского. В центре координатнойплоскостирасположена выпуклаяцентрально-
симметричная относительно центра координат фигура площади больше 4. Докажите, что
в ней найдётся ещё одна целочисленная точка.
Подсказка: рассмотрим все выпуклые фигуры, получающиеся из данной переносами на век-
торы, обе координаты которых чётны. Могут ли пересекаться две такие фигуры? Что
можно сказать про суммарную площадь фигур, центры которых лежат внутри какого-
нибудь большого квадрата?

Выберем параллелограмм с непокрытыми вершинами как на картинке.

5. Докажите, что площадь параллелограмма зависит только от 𝑁, а не от конкретных точек
на гиперболе.

6. Докажите, что у уравнения Пелля 𝑥2 −𝑚𝑦2 = 1 существует нетривиальное решение.



7. Предположим, что уравнение 𝑥2 − 𝑚𝑦2 = 𝑟 имеет решение. Как выглядят все решения?
Опишите алгоритм их нахождения.



[ЦПМ, кружок по математике] Ю.Г. Арутюнов

[2024-2025] группа Селезёнка 12 ноября

Однородные симметрические неравенства: Мюрхед.

Определение.Пусть даннабор целыхнеотрицательных чисел𝛼 = (𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛), такой что𝛼1 ⩾
𝛼2 ⩾ … ⩾ 𝛼𝑛. Введём обозначение следующего симметрического многочлена от переменных
𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛:

𝑇𝛼(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛) = ∑
sym

𝑥𝛼11 𝑥𝛼22 …𝑥𝛼𝑛𝑛 ,

где суммирование ведётся по всем возможным перестановкам переменных 𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛.

Примеры.

• 𝑇(2,1,0)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 + 𝑦2𝑧 + 𝑦𝑧2 + 𝑧2𝑥 + 𝑥𝑧2;

• 𝑇(1,1,1)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 6𝑥𝑦𝑧;

• 𝑇(1,1,0)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥𝑦 + 2𝑦𝑧 + 2𝑧𝑥.

Ещё определение. Пусть даны два набора целых неотрицательных чисел 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛) и
𝛽 = (𝛽1, 𝛽2,… , 𝛽𝑛), такие что𝛼1 ⩾ 𝛼2 ⩾ … ⩾ 𝛼𝑛, 𝛽1 ⩾ 𝛽2 ⩾ … ⩾ 𝛽𝑛 и𝛼1+𝛼2+…+𝛼𝑛 = 𝛽1+𝛽2+…+𝛽𝑛.
Тогда будем говорить, что 𝛼 мажорирует 𝛽 (обозначается как 𝛼 ≻ 𝛽), если для любого 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛
верно

𝑘
∑
𝑖=1

𝛼𝑖 ⩾
𝑘
∑
𝑖=1

𝛽𝑖.

Неравенство Мюрхеда. Пусть 𝛼 ≻ 𝛽. Тогда для любых неотрицательных 𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛 верно:

𝑇𝛼(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛) ⩾ 𝑇𝛽(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛).

Дружеский совет. Если у вас неоднородное неравенство, то сделайте его однородным.

1. Для неотрицательных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 докажите неравенство

(𝑥 + 𝑦)(𝑦 + 𝑧)(𝑧 + 𝑥) + 𝑥𝑦𝑧 ⩽ 3(𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3).

2. Для неотрицательных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧, таких что 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1, докажите неравенство

1 + 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 + 6𝑥𝑦𝑧 ⩾ 4(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥).

3. Для неотрицательных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧, таких что 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 3, докажите неравенство

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ⩾ 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥.

4. Для положительных 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 докажите неравенство

√
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2

4 ⩾ 3

√
𝑎𝑏𝑐 + 𝑏𝑐𝑑 + 𝑐𝑑𝑎 + 𝑑𝑎𝑏

4 .



5. Для неотрицательных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 верно 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐. Докажите, что

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 1 ⩾ 4𝑎𝑏𝑐.

6. Пусть сумма положительных чисел 𝑡1,… , 𝑡𝑛 равна 𝑇. Докажите, что

𝑡1
𝑇 − 𝑡1

+…+
𝑡𝑛

𝑇 − 𝑡𝑛
⩾ 𝑛
𝑛 − 1 .

7. Для положительных чисел 𝑎, 𝑏 и 𝑐, удовлетворяющих условию 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1, докажите
неравенство

1 + 𝑎
1 − 𝑎 + 1 + 𝑏

1 − 𝑏 +
1 + 𝑐
1 − 𝑐 ⩽ 2 (𝑎𝑏 +

𝑏
𝑐 +

𝑐
𝑎) .

8. Сумма положительных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 равна 1. Докажите, что

1
𝑎 + 𝑏𝑐 +

1
𝑏 + 𝑐𝑎 + 1

𝑐 + 𝑎𝑏 ⩾ 7
1 + 𝑎𝑏𝑐 .
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[ЦПМ, кружок по математике] Ю.Г. Арутюнов

[2024-2025] группа Печень 13 ноября

Однородные симметрические неравенства: Шур.

НеравенствоШура. Для положительных 𝑥, 𝑦, 𝑧 и натурального 𝑛 верно

∑
sym

𝑥𝑛+2 +∑
sym

𝑥𝑛𝑦𝑧 ⩾ 2∑
sym

𝑥𝑛+1𝑦.

В частности при 𝑛 = 3

𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 + 3𝑥𝑦𝑧 ⩾ 𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 + 𝑦2𝑧 + 𝑦𝑧2 + 𝑧2𝑥 + 𝑥𝑧2.

1. Для неотрицательных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧, таких что 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1, докажите неравенство

1 + 9𝑥𝑦𝑧 ⩾ 4(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥).

2. Для 𝑥, 𝑦, 𝑧 ⩾ 0, таких что 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1, докажите неравенство

𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 − 2𝑥𝑦𝑧 ⩽ 7
27 .

3. Для положительных чисел 𝑎, 𝑏 и 𝑐 докажите неравенство

𝑎
𝑏 +

𝑏
𝑐 +

𝑐
𝑎 ⩾ 𝑎 + 𝑏

𝑐 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐
𝑎 + 𝑏 +

𝑐 + 𝑎
𝑏 + 𝑐 .

4. Для положительных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 докажите неравенство

108 ⋅ (𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) ⩽ (√𝑎 + 𝑏 + √𝑏 + 𝑐 + √𝑐 + 𝑎) 4.

5. Сумма положительных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 равна 1. Докажите, что

(
𝑥 − 𝑦𝑧
𝑥 + 𝑦𝑧)

2
+ (

𝑦 − 𝑧𝑥
𝑦 + 𝑧𝑥)

2
+ (

𝑧 − 𝑥𝑦
𝑧 + 𝑥𝑦)

2
⩾ 3
4 .

6. Для положительных 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 докажите, что

𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4 + 𝑑4 + 2𝑎𝑏𝑐𝑑 ⩾ 𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑑2 + 𝑑2𝑎2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑏2𝑑2.



[ЦПМ, кружок по математике] Ю.Г. Арутюнов

[2024-2025] группа Печень 15 ноября

𝑝𝑞𝑟-метод (на минималках)

Для данных 𝑎, 𝑏, 𝑐 введём обозначения: 𝑝 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐, 𝑞 = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎, 𝑟 = 𝑎𝑏𝑐.

Рассмотрим теперь всевозможные неотрицательные тройки 𝑎, 𝑏, 𝑐, для которых значения 𝑝 и 𝑞
фиксированы.

Теорема.

• Максимальное возможное значение 𝑟 достигается при 𝑎 = 𝑏;

• Минимальное возможное значение 𝑟 достигается при 𝑎 = 𝑏 или 𝑐 = 0.

Пример. Для неотрицательных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 верно 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐. Докажите, что

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 1 ⩾ 4𝑎𝑏𝑐.

Набросок решения: Зафиксируем 𝑝, из условия автоматически зафиксируется значение 𝑞. Пере-
пишем неравенство через 𝑝, 𝑞, 𝑟: 𝑝+1 ⩾ 4𝑟. Заметим, что 𝑝+1−4𝑟—это линейная функция от 𝑟
с отрицательным коэффициентом при 𝑟, а значит она принимает минимальное значение когда
𝑟—максимально. Тогда нам достаточно доказать неравенство в случае, когда 𝑎 = 𝑏, что мы без
особого труда сделаем.

1. Известно, что 𝑎, 𝑏, 𝑐 ⩾ 0 и 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1. Докажите, что 1 + 9𝑎𝑏𝑐 ⩾ 4(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎).

2. Известно, что 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 и 1
𝑎
+ 1

𝑏
+ 1

𝑐
= 1. Докажите, что (𝑎 − 1)(𝑏 − 1)(𝑐 − 1) ⩾ 8.

3. Известно, что 𝑎, 𝑏, 𝑐 ⩾ 0. Докажите, что

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 +

8𝑎𝑏𝑐
(𝑎 + 𝑏)(𝑏 + 𝑐)(𝑐 + 𝑎)

⩾ 2.

4. Неотрицательные числа 𝑎, 𝑏 и 𝑐 таковы, что никакие два из них не равны 0 одновременно.
Докажите неравенство

(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) ( 1
(𝑎 + 𝑏)2

+ 1
(𝑏 + 𝑐)2

+ 1
(𝑐 + 𝑎)2 )

⩾ 9
4 .

5. Для неотрицательных 𝑎, 𝑏, 𝑐 докажите неравенство

𝑎5 + 𝑏5 + 𝑐5 + 𝑎𝑏𝑐(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) ⩾ 𝑎2𝑏2(𝑎 + 𝑏) + 𝑏2𝑐2(𝑏 + 𝑐) + 𝑐2𝑎2(𝑐 + 𝑎).

6. Числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 ⩾ 1 и 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 9. Докажите, что

√𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 ⩽ √𝑎 + √𝑏 + √𝑐.

7. Сумма положительных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 равна 3. Докажите неравенство

1
𝑎2 +

1
𝑏2 +

1
𝑐2 +

1
𝑑2 ⩽

1
𝑎2𝑏2𝑐2𝑑2 .



2. Геометрия
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Двойные отношения и гармонические четверки

Определение. Двойным отношением упорядоченной четверки точек 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 на одной пря-
мой называется величина

(𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷) = 𝐴𝐶
𝐵𝐶

∶ 𝐴𝐷
𝐵𝐷

.

1. Пусть (𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷) = 𝑥. Найдите (𝐵, 𝐴; 𝐶, 𝐷), (𝐶, 𝐷; 𝐴, 𝐵), (𝐶, 𝐷; 𝐵, 𝐴).

Определение.Двойнымотношением упорядоченнойчетверкипрямых𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑,пересекающих-
ся в одной точке, называется величина

(𝑎, 𝑏; 𝑐, 𝑑) = 𝑠𝑖𝑛∠( ⃗𝑎, ⃗𝑐)
𝑠𝑖𝑛∠( ⃗𝑏, ⃗𝑐)

∶ 𝑠𝑖𝑛∠( ⃗𝑎, ⃗𝑑)
𝑠𝑖𝑛∠( ⃗𝑏, ⃗𝑑)

,

где ⃗𝑎, ⃗𝑏, ⃗𝑐, ⃗𝑑 – это произвольные векторы, направленные вдоль прямых 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 соответственно,
∠( ⃗𝑎, ⃗𝑏) – ориентированный угол с точностью до 2𝜋.

Определение. Четыре прямые 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 пересекаются в точке𝑂 и пересекают прямые 𝑥 и 𝑦 в точ-
ках𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷и𝐴1, 𝐵1, 𝐶1, 𝐷1 соответственно. Преобразование (чего?), переводящее четверку точек
𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 в четверку точек 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1, 𝐷1 называется центральным проектированием, а точка 𝑂 –
центром проектирования.

2. Четыре различные прямые 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 пересекаются в одной точке. Пятая прямая 𝑙 пересекает
их в разных точках 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 соответственно. Докажите, что (𝑎, 𝑏; 𝑐, 𝑑) = (𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷). (Посчи-
тайте площади двумя способами).

Определение. Четверка точек такая, что (𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷) = −1, называется гармонической.

3. Докажите, что следующие четверки точек (либо прямых) гармонические:

(а) 𝐴, 𝐵,𝑀,∞, где точка𝑀 – середина отрезка 𝐴𝐵;

(б) 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, где прямые 𝑐 и 𝑑 – внутренняя и внешняя биссектрисы угла между прямыми
𝑎 и 𝑏;

(в) 𝐵, 𝐶, 𝐴1, 𝐴2, где𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1—пересекающиеся в одной точке чевианыв треугольнике
𝐴𝐵𝐶, а 𝐴2 — точка пересечения 𝐵𝐶 и 𝐵1𝐶1;

(г) Центры двух окружностей и их центры отрицательной и положительной гомотетии
составляют гармоническую четверку точек.

(д) Если через точку провести прямую, пересекающую окружность в двух точках, и взять
ещё точку пересечения этой прямой с полярой исходной точки, то 4 такие точки образуют
гармоническую четвёрку.

4. Прямые 𝑎 и 𝑏 пересекаются в точке 𝑃. На прямой 𝑎 взяты точки 𝐴, 𝐵, 𝐶, на прямой 𝑏 – точ-
ки 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 соответственно. Докажите, что (𝑃, 𝐴; 𝐵, 𝐶) = (𝑃, 𝐴1; 𝐵1𝐶1) тогда и только тогда,
когда прямые 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 пересекаются в одной точке или параллельны.

5. Диагонали четырехугольника (не обязательно вписанного) 𝐴𝐵𝐶𝐷 пересекаются в точке 𝑅,
а продолжение боковых сторон в точках 𝑃 и 𝑄.



(а) Пусть 𝑇 – основание перпендикуляра, опущенного из 𝑅 на 𝑃𝑄. Докажите, что ∠𝐴𝑇𝑅 =
∠𝐶𝑇𝑅 и ∠𝐵𝑇𝑅 = ∠𝐷𝑇𝑅.

(б) Через точку𝑅проведенапрямая 𝑙, котораяпараллельна𝑃𝑄. Докажите, что отрезок этой
прямой, заключенный внутри четырехугольника, делится точкой 𝑅 пополам.

6. Внутренняя и внешняя биссектрисы угла 𝐴 неравнобедренного треугольника 𝐴𝐵𝐶 пересе-
кают прямую 𝐵𝐶 в точках 𝐾 и 𝐿 соответственно. Точка𝑀— середина стороны 𝐴𝐵. Прямая
𝐾𝑀 пересекает прямую 𝐴𝐶 в точке 𝑁. Докажите, что 𝑁𝐿 = 𝑁𝐴.

7. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведена биссектриса 𝐴𝐿. Пусть 𝐼 и 𝐽— центры вписанных окруж-
ностей треугольников 𝐴𝐿𝐶 и 𝐴𝐿𝐵. Прямая 𝐼𝐽 пересекает прямые 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 в точках 𝐶′ и 𝐵′

соответственно. Докажите, что прямые 𝐴𝐿, 𝐵𝐵′ и 𝐶𝐶′ пересекаются в одной точке.

8. Пусть 𝐻𝐵 — основание высоты треугольника 𝐴𝐵𝐶, проведённой из вершины 𝐵; 𝐿𝐵 основа-
ние соответствующей биссектрисы; 𝐾𝐵 — точка касания вписанной окружности со сторо-
ной𝐴𝐶; 𝑇𝐵—точка касаниявневписаннойокружности со стороной𝐴𝐶. Точки𝐻𝐴, 𝐿𝐴, 𝐾𝐴, 𝑇𝐴
определяются аналогично. Докажите, что 𝐻𝐵𝐻𝐴, 𝐿𝐵𝐿𝐴, 𝐾𝐵𝐾𝐴, 𝑇𝐵𝑇𝐴 пересекаются в одной
точке.

9. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 высоты 𝐴𝐷, 𝐵𝐸 и 𝐶𝐹 пересекаются в точке 𝐻. 𝑃 и 𝑄
— проекции точек 𝐴 и 𝐻 на 𝐸𝐹 соответственно. Пусть 𝑅 — точка пересечения 𝐷𝑃 и 𝑄𝐻.
Найдите 𝐻𝑄/𝐻𝑅.

10. Пусть в треугольнике𝐴𝐵𝐶 вписанная окружность касается сторон𝐵𝐶, 𝐶𝐴и𝐴𝐵 в точках𝐷, 𝐸
и 𝐹 соответственно. Пусть 𝑋 такая точка внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶, что вписанная окруж-
ность треугольника 𝑋𝐵𝐶 касается 𝑋𝐵, 𝑋𝐶 и 𝐵𝐶 в 𝑍, 𝑌 и 𝐷 соответственно. Докажите, что
𝐸𝐹𝑍𝑌 вписанный.
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Двойные отношения и гармонические четверки, добавка

1. Дан остроугольный треугольник𝐴𝐵𝐶, пусть𝐻 - его ортоцентр. Окружность проходит через
точки 𝐵, 𝐶 и пересекает окружность с диаметром 𝐴𝐻 в двух различных точках 𝑋, 𝑌. Точка 𝐷
- основание высоты из вершины 𝐴 на сторону 𝐵𝐶, а точка 𝐾 - основание высоты из точки 𝐷
на прямую 𝑋𝑌. Докажите, что ∠𝐵𝐾𝐷 = ∠𝐶𝐾𝐷.

2. Дан выпуклый четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷. Точки 𝑄,𝐴, 𝐵, 𝑃 лежат на одной прямой именно в
таком порядке. Прямая 𝐴𝐶 касается окружности (𝐴𝐷𝑄), а прямая 𝐵𝐷 касается окружности
(𝐵𝐶𝑃). Точки 𝑀 и 𝑁 - середины 𝐵𝐶 и 𝐴𝐷 соответственно. Докажите, что следующие 3 пря-
мые пересекаются в одной точке: прямая 𝐶𝐷, касательная к окружности (𝐴𝑁𝑄) в точке 𝐴,
касательная к окружности (𝐵𝑀𝑃) в точке 𝐵.

3. Остроугольный треугольник 𝐴𝐵𝐶(𝐴𝐵 > 𝐴𝐶) вписан в окружность 𝛺; точки𝑀 и 𝑁— сере-
дины меньшей и большей дуг 𝐵𝐶 окружности 𝛺 соответственно. Из точки 𝑁 опущен пер-
пендикуляр 𝑁𝐾 на сторону 𝐴𝐵. Докажите, что точки 𝐴,𝐶, 𝐾 и середина отрезка 𝐴𝑀 лежат
на одной окружности.
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Разнобой для тех, кто все решил

1. Точка𝐴′ диаметральнопротивоположнавершине𝐴на описаннойокружности треугольни-
ка 𝐴𝐵𝐶. На стороне 𝐵𝐶 во внешнюю сторону построен равносторонний треугольник 𝐵𝐶𝐷.
Перпендикуляр к 𝐴′𝐷, проведенный в точке 𝐴′, пересекает прямые 𝐶𝐴 и 𝐴𝐵 в точках 𝐸 и 𝐹
соответственно. На отрезке 𝐸𝐹 построен равнобедренный треугольник 𝐸𝑇𝐹 с ∠𝐸𝑇𝐹 = 120∘

(точки𝐴и𝑇по разные стороны от𝐸𝐹). Докажите, что𝐴𝑇проходит через центр окружности
девяти точек треугольника 𝐴𝐵𝐶.

2. Треугольник 𝐴𝐵𝐶 с инцентром 𝐼 вписан в окружность 𝛤 Точка𝑀— середина стороны 𝐵𝐶.
Точки𝐷, 𝐸 и 𝐹 выбранына сторонах 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 и𝐴𝐵 соответственно так, что 𝐼𝐷 ⟂ 𝐵𝐶, 𝐼𝐸 ⟂ 𝐴𝐼 и
𝐼𝐹 ⟂ 𝐴𝐼. Предположим, что описанная окружность треугольника𝐴𝐸𝐹 повторно пересекает
𝛤 в точке 𝑋. Докажите, что прямые 𝑋𝐷 и 𝐴𝑀 пересекаются на 𝛤.

3. В неравнобедренном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 точки 𝐷, 𝐸 и 𝐺 — середины сторон 𝐴𝐵,𝐴𝐶 и 𝐵𝐶
соответственно. Окружность 𝛤 проходит через 𝐶, касается 𝐴𝐵 в точке 𝐷 и пересекает 𝐴𝐸 и
𝐵𝐺 в точках 𝑋 и 𝑌 соответственно. Точки 𝑋 ′ и 𝑌 ′ симметричны точкам 𝑋 и 𝑌 относительно
𝐸 и 𝐺 соответственно. Прямая 𝑋 ′𝑌 ′ пересекает 𝐶𝐷 и 𝐸𝐺 в точках 𝑄 и 𝑀 соответственно.
Наконец, прямая 𝐶𝑀 повторно пересекает 𝛤 в точке 𝑃. Докажите, что 𝐶𝑄 = 𝑄𝑃.

4. На сторонах𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷и𝐷𝐴 выпуклого четырехугольника𝐴𝐵𝐶𝐷 выбраныточки𝑃,𝑄, 𝑅и 𝑆
соответственно. Отрезки𝑃𝑅и𝑄𝑆пересекаются в точке𝑂. Предположим, что четырехуголь-
ники 𝐴𝑃𝑂𝑆, 𝐵𝑄𝑂𝑃, 𝐶𝑅𝑂𝑄 и 𝐷𝑆𝑂𝑅 являются описанными. Докажите, что прямые 𝐴𝐶, 𝑃𝑄 и
𝑅𝑆 пересекаются в одной точке или параллельны.

5. Окружность 𝛤 проходит через вершину 𝐴 треугольника 𝐴𝐵𝐶 и пересекает стороны 𝐴𝐵 и
𝐴𝐶 в точках 𝐸 и 𝐹 соответственно, а описанную окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶 вторично в
точке𝑃. Докажите, что точка, симметричная𝑃 относительно𝐸𝐹, лежитна𝐵𝐶 тогдаи только
тогда, когда 𝛤 проходит через центр описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶.

6. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 точка 𝑂— центр описанной окружности, 𝐺— центр
масс. Пусть𝐷—середина стороны 𝐵𝐶, 𝐸—точка на окружности с диаметром 𝐵𝐶, лежащая
внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶, такая, что 𝐴𝐸 ⟂ 𝐵𝐶. Пусть 𝐹 = 𝐸𝐺∩𝑂𝐷 и точки 𝐾 и 𝐿 на прямой
𝐵𝐶 таковы, что 𝐹𝐾 ∥ 𝑂𝐵 и 𝐹𝐿 ∥ 𝑂𝐶. Кроме того, точка 𝑀 ∈ 𝐴𝐵 такова, что 𝑀𝐾 ⟂ 𝐵𝐶 и
точка 𝑁 ∈ 𝐴𝐶 такова, что 𝑁𝐿 ⟂ 𝐵𝐶. Наконец, окружность 𝜔 касается отрезков 𝑂𝐵 и 𝑂𝐶 в
точках 𝐵 и 𝐶. Если вы дочитали условие до конца, то докажите, что описанная окружность
треугольника 𝐴𝑀𝑁 касается окружности 𝜔.

7. Внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶 дана точка 𝑃. Предположим, что 𝐿,𝑀 и 𝑁 — середины сторон
𝐵𝐶, 𝐶𝐴и𝐴𝐵 соответственнои 𝑃𝐿 ∶ 𝑃𝑀 ∶ 𝑃𝑁 = 𝐵𝐶 ∶ 𝐶𝐴 ∶ 𝐴𝐵. Продолжения𝐴𝑃, 𝐵𝑃и𝐶𝑃пе-
ресекают описанную окружность треугольника𝐴𝐵𝐶 в точках𝐷, 𝐸и 𝐹 соответственно. Дока-
жите, что центры описанных окружностей треугольников 𝐴𝑃𝐹, 𝐴𝑃𝐸, 𝐵𝑃𝐹, 𝐵𝑃𝐷, 𝐶𝑃𝐷, 𝐶𝑃𝐸
лежат на одной окружности.
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Двойные отношения на окружности

Определение.Двойным отношением (𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷) четвёрки различных точек𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, лежащих
на одной окружности, называют величину (𝑃𝐴, 𝑃𝐵; 𝑃𝐶, 𝑃𝐷), где 𝑃—произвольная точка той же
окружности. Заметим, что эта величина не зависит от выбора точки 𝑃.

При этом точка 𝑃 может совпадать с одной из точек 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, и тогда соответствующая секущая
вырождается в касательную к окружности.

1. (а) Из точки 𝑃, лежащей вне окружности, проведены касательные 𝑃𝑀 и 𝑃𝑁 (где 𝑀 и 𝑁 –
точки касания), а также секущая, пересекающая окружность в точках 𝐴 и 𝐵. Прямые𝑀𝑁 и
𝐴𝐵 пересекаются в 𝑄. Докажите, что (𝑃, 𝑄; 𝐴, 𝐵) = −1.

(б) Докажите, что если двойное отношение четверки точек на окружности равно -1, то они
образуют гармонический четырехугольник.

2. В угол 𝐵𝐴𝐶 вписана окружность 𝜔, касающаяся сторон угла в точках 𝐵, 𝐶. Хорда 𝐶𝐷 окруж-
ности 𝜔 параллельна прямой 𝐴𝐵. Прямая 𝐴𝐷 второй пересекает окружность 𝜔 в точке 𝐸.
Докажите, что прямая 𝐶𝐸 делит отрезок 𝐴𝐵 пополам.

3. Докажите, что инверсия сохраняет двойные отношения на обобщенной прямой.

4. Четыре окружности𝜔𝐴, 𝜔𝐵, 𝜔𝐶 и𝜔𝐷 касаются окружности𝜔 в точках𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 соответствен-
но и касаются друг друга по циклу. Все касания внешние. Докажите, что 𝐴𝐵𝐶𝐷— гармо-
нический четырёхугольник.

5. Дан треугольник 𝐴𝐵𝐶 и точка 𝑀; прямая, проходящая через 𝑀, пересекает 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 в
𝐶1, 𝐴1, 𝐵1 соответственно.Прямые𝐴𝑀, 𝐵𝑀,𝐶𝑀пересекаютописаннуюокружность треуголь-
ника 𝐴𝐵𝐶 в точках 𝐴2, 𝐵2, 𝐶2 соответственно. Докажите, что 𝐴1𝐴2, 𝐵1𝐵2, 𝐶1𝐶2 пересекаются в
одной точке, лежащей на описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶.

6. (а) (Теорема о бабочке) Хорды 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷 окружности 𝜔 проходят через середину хорды
𝑀𝑁. Отрезки 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶 пересекают отрезок𝑀𝑁 в точках 𝑋 и 𝑌. Докажите, что 𝑋𝑀 = 𝑌𝑁.

(б) (Теорема о двойнойбабочке) Хорды𝐴𝐵и𝐶𝐷 окружности𝜔проходят соответственно
через точки 𝑋 ′ и 𝑌 ′, лежащие на хорде 𝑋𝑌, такие что 𝑋𝑋 ′ = 𝑌𝑌 ′. Отрезки 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷 пересе-
кают 𝑋𝑌 в точках 𝑃 и 𝑄. Докажите, что 𝑋𝑃 = 𝑌𝑄.

7. Четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 вписан в окружность 𝜔 с центром 𝑂. Биссектриса угла 𝐴𝐵𝐷 пере-
секает отрезок 𝐴𝐷 в точке 𝐾 и окружность 𝜔 второй раз в точке 𝑀. Биссектриса угла 𝐶𝐵𝐷
пересекает отрезок𝐶𝐷 в точке 𝐿и окружность𝜔 второй раз в точке𝑁. Известно, что прямые
𝐾𝐿и𝑀𝑁 параллельны. Докажите, что описанная окружность треугольника𝑀𝑂𝑁 проходит
через середину отрезка 𝐵𝐷.

8. Остроугольный равнобедренный треугольник 𝐴𝐵𝐶 вписан в окружность 𝛺; отрезки 𝐴𝑀 и
𝐴𝐻 – его медиана и высота соответственно. Прямая 𝐴𝐻 вторично пересекает окружность
𝛺 в точке 𝑁. Окружность (𝑀𝐻𝑁) пересекает окружность 𝛺 в точках 𝑁 и 𝑆. Докажите, что
прямая 𝐴𝑆 направлена вдоль симедианы треугольника 𝐴𝐵𝐶.

9. На окружности 𝜔 взяты точки 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷 в указанном порядке. Пусть 𝑂 — точка пересе-
чения отрезков 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷, а 𝜔1 и 𝜔2 — окружности, описанные около треугольников 𝐴𝑂𝐵 и



𝐶𝑂𝐷 соответственно. Прямая 𝑙 проходит через точку 𝑂 пересекает окружность 𝜔 в точках
𝑀 и 𝑁, окружность 𝜔1 — в точке 𝑃 и окружность 𝜔2 — в точке 𝑄. Докажите, что 𝑃𝑀 = 𝑁𝑄.

10. Точки 𝐼 – инцентр остроугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶, вписанного в окружность c центром
𝑂. На нее меньших дугах 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 отмечены точки 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ так, что 𝐴′𝐼, 𝐵′𝐼, 𝐶′𝐼 – биссек-
трисы углов 𝐶𝐴′𝐵, 𝐴𝐵′𝐶, 𝐵𝐶′𝐴 соответственно. Докажите, что 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶′ пересекаются в
одной точке, лежащей на прямой 𝑂𝐼.

11. (а) На сторонах𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 выбраны точки 𝐶1 и𝐴1 так, что четырехугольник𝐴𝐶1𝐴1𝐶 вписан-
ный.Прямые𝐶𝐶1 и𝐴𝐴1 пересекаются в точке𝑃. Прямая𝐵𝑃пересекает (𝐴𝐵𝐶) в точках𝐵и𝑄.
Обозначим середину отрезка 𝐴1𝐶1 через𝑀. Докажите, что прямые𝑄𝐶1 и 𝐶𝑀 пересекаются
на (𝐴𝐵𝐶).

(б) Пусть дан треугольник 𝐴𝐵𝐶, в котором проведены высоты 𝐴𝐴1 и 𝐶𝐶1, которые пересе-
каются в точке 𝐻. Опишем вокруг треугольника 𝐵𝐴1𝐶1 окружность 𝜔. Пусть 𝑀 - середина
отрезка 𝐴𝐶,𝑀1 - середина отрезка 𝐴1𝐶1, а 𝐵𝐵′ - диаметр окружности (𝐴𝐵𝐶), который пере-
секает 𝜔 в точках 𝐵 и 𝑁. Докажите, что𝑀𝑁 и 𝐻𝑀1 пересекаются на окружности 𝜔.
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Двойные отношения на окружности, добавка

1. Настороне𝐵𝐶неравнобедренного треугольника𝐴𝐵𝐶 выбираются всевозможныепарысим-
метричных относительно середины отрезка 𝐵𝐶 точек 𝑋, 𝑌. Прямые 𝐴𝑋,𝐴𝑌 вторично пере-
секают окружность (𝐴𝐵𝐶) в точках 𝑃,𝑄. Докажите, что все прямые 𝑃𝑄 проходят через фик-
сированную точку.

2. Дан остроугольный треугольник 𝐴𝐵𝐶, в котором 𝐴𝐵 < 𝐴𝐶. Обозначим его описанную
окружность через 𝛺, а середину дуги 𝐶𝐴𝐵 через 𝑆. Перпендикуляр из 𝐴 на 𝐵𝐶 пересека-
ет 𝐵𝑆 и 𝛺 в точках 𝐷 и 𝐸 ≠ 𝐴 соответственно. Прямая через 𝐷, которая параллельна 𝐵𝐶,
пересекает прямую 𝐵𝐸 в точке 𝐿. Обозначим описанную окружность треугольника 𝐵𝐷𝐿 че-
рез𝜔. Пусть𝜔 пересекает𝛺 второй раз в точке 𝑃 ≠ 𝐵. Докажите, что касательная к𝜔 в точке
𝑃 и прямая 𝐵𝑆 пересекаются на внутренней биссектрисе угла 𝐵𝐴𝐶.

3. Высоты остроугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶 пересекаются в точке 𝐻 и пересекают его опи-
санную окружность 𝜔 в точках 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′;𝑀 — середина 𝐵𝐶. Луч 𝑀𝐻 пересекает 𝜔 в точке
𝑋. В треугольники 𝐴′𝐵′𝑋 и 𝐴′𝐶′𝑋 вписаны окружности с центрами 𝑈 и 𝑉. Докажите, что
𝑈𝑉 ∥ 𝐵𝐶.
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Проективные преобразования и ко

Проективнымпреобразованиемпроективнойплоскости𝛱назовемпреобразование, котороемож-
но представить в виде композиции центральных проекций 𝑓1, 𝑓2,… , 𝑓𝑛 в пространстве.
Проективные преобразования проективной плоскости можно определить как преобразования,
переводящие прямые в прямые.

Проективное преобразование однозначно задаётся образами четырёх точек.

1. Докажите, что с помощью одной линейки невозможно разделить данный отрезок попо-
лам. А с помощью двух?

2. Пусть 𝑂 - точка пересечения диагоналей четырёхугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷, а 𝐸 и 𝐹 - точки пересе-
чения пар сторон 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷, 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶 соответственно. Прямая 𝐸𝑂 пересекает стороны 𝐴𝐷 и
𝐵𝐶 в точках 𝐾 и 𝐿, а прямая 𝐹𝑂 пересекает стороны 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 в точках𝑀 и 𝑁. Докажите, что
точка 𝑋 пересечения прямых 𝐾𝑁 и 𝐿𝑀 лежит на прямой 𝐸𝐹.

3. (Вспоминаем поляры) Пусть 𝑃 - точка внутри окружности, а вписанный четырёхугольник
𝐴𝐵𝐶𝐷 таков, что 𝑃 - его точка пересечения диагоналей. Прямые 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 пересекаются в
точке 𝑄. Докажите, что все возможные точки 𝑄 лежат на одной прямой (поляре точки 𝑃)

4. (а) (Теорема Паппа) Точки 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 лежат на одной прямой; точки 𝐴2, 𝐵2, 𝐶2 лежат на дру-
гой прямой. Докажите, что точки пересечения пар прямых 𝐴1𝐵2 и 𝐴2𝐵1, 𝐵1𝐶2 и 𝐵2𝐶1, 𝐶1𝐴2 и
𝐶2𝐴1 лежат на одной прямой. (б) Сформулируйте и докажите двойственное утверждение
к теореме Паппа.

5. (а) (Теорема Дезарга) Докажите, что прямые 𝐴1𝐴2, 𝐵1𝐵2, 𝐶1𝐶2 пересекаются в одной точке
тогда и только тогда, когда точки пересечения прямых𝐴1𝐵1 и𝐴2𝐵2, 𝐵1𝐶1 и 𝐵2𝐶2, 𝐶1𝐴1 и 𝐶2𝐴2
лежат на одной прямой (считайте, что треугольники𝐴1𝐵1𝐶1 и𝐴2𝐵2𝐶2 невырожденные). (б)
Сформулируйте и докажите двойственное утверждение к теореме Дезарга.

6. (Теорема Паскаля) Дан выпуклый вписанный шестиугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹. Докажите, что пе-
ресечения пар противоположных сторон этого шестиугольника лежат на одной прямой.

7. (а) На листе бумаги нарисованы точка 𝐴 и две прямые, пересекающиеся в точке 𝐵 вне
листа. При помощи одной линейки нарисуйте на листе прямую 𝐴𝐵. (б) На листе бума-
ги отмечены точки 𝐴 и 𝐵, а вот от линейки отрезали концы так, что её длина короче 𝐴𝐵.
Справьтесь провести прямую 𝐴𝐵 не смотря на все преграды.

8. Точки 𝑃 и 𝑄 изогонально сопряжены в четырёхугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷. Докажите, что середины
отрезков 𝑃𝑄, 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷 лежат на одной прямой.

9. Докажите, что любой выпуклый пятиугольник проективно эквивалентен пятиугольнику,
образованному точками пересечения его диагоналей.

10. Через вершины 𝐴, 𝐵 и 𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 провели три попарно параллельные прямые
𝑙𝑎, 𝑙𝑏 и 𝑙𝑐, которые пересекают стороны треугольника в точках 𝐴1, 𝐵1 и 𝐶1, а его описанную
окружность в точках 𝐴2, 𝐵2 и 𝐶2. Точки 𝐴1, 𝐵1 и 𝐶1 отразили относительно точек 𝐴2, 𝐵2 и 𝐶2
соответственно. Докажите, что три полученные точки лежат на одной прямой.



11. Медиана 𝐵𝑀𝑏 пересекает 𝛾 в точках 𝑃 и 𝑄. Точки 𝑃′ и 𝑄′ на 𝛾 выбраны таким образом, что
𝑃𝑃′ ∥ 𝑄𝑄′ ∥ 𝐴𝐶. Прямые 𝐵𝑃′ и 𝐵𝑄′ пересекают 𝐴𝐶 в точках 𝑋 и 𝑌. Докажите, что отрезки
𝐴𝑋 и 𝐶𝑌 равны.

12. (Теорема о трижды перспективных треугольниках) Два треугольника назовём перспек-
тивными, если прямые, соединяющие их соответственные вершины, пересекаются в од-
ной точке. Известно, что треугольники 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴′𝐵′𝐶′ перспективны и треугольники 𝐴𝐵𝐶 и
𝐵′𝐶′𝐴′ перспективны. Докажите, что треугольники 𝐴𝐵𝐶 и 𝐶′𝐵′𝐴′ тоже перспективны.
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Линейное движение точек и прямых

Определение.Объект движется линейно, если существует такой вектор ⃗𝑣, что за время 𝑡 объект
параллельно переносится на вектор 𝑡 ⋅ ⃗𝑣.

1. Докажите или опровергните:

(а) Середина отрезка, соединяющего две линейно движущиеся точки, движется линей-
но. (б) Прямая постоянного направления, проведённая через линейно движущуюся точ-
ку, движется линейно. (в) Прямая, проведённая через две линейно движущиеся точки,
движется линейно. (г) Точкапересечениялинейно движущихсяпрямыхдвижется линей-
но.

2. Вписанная в треугольник 𝐴𝐵𝐶 окружность касается его сторон 𝐴𝐵,𝐴𝐶 в точках 𝐶1, 𝐵1 соот-
ветственно. На отрезках 𝐵𝐶1, 𝐴𝐵1 отмечены точки 𝑃 и 𝑄 соответственно так, что 𝑃𝐶1 = 𝑄𝐵1.
Докажите, что середина отрезка 𝑃𝑄 лежит на прямой 𝐵1𝐶1.

3. Прямая, перпендикулярная стороне 𝐵𝐶 треугольника𝐴𝐵𝐶, пересекает его высоты 𝐵𝐻 и𝐶𝐻
в точках 𝑃 и𝑄 соответственно, а сторону 𝐵𝐶 - в точке𝑀. Докажите, что ортоцентр треуголь-
ника 𝐻𝑃𝑄 лежит на прямой 𝐴𝑀.

4. На стороне 𝐴𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 с центром описанной окружности 𝑂 выбрана точка𝑀, а
на сторонах 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 - точки 𝐾 и 𝑁 так, что точка 𝐾 равноудалена от точек 𝐴 и𝑀, а точка 𝑁
равноудалена от точек 𝑀 и 𝐶. (а) Докажите, что четырёхугольник 𝑁𝐵𝐾𝑂 вписанный (б)
Пусть 𝐻— ортоцентр треугольника𝑀𝑁𝐾. Докажите, что 𝐻𝑂 ∥ 𝐴𝐶.

5. Теорема. Если три линейно движущиеся точки лежат на одной прямой в три различных
момента времени, то они всегда лежат на одной прямой.

6. Пусть𝐻 - ортоцентр треугольника 𝐴𝐵𝐶. Пусть точка 𝑃 движется по описанной окружности
треугольника𝐴𝐵𝐻, а𝐴1 и 𝐵1 - пересечения прямых𝐴𝑃 и 𝐵𝑃 со сторонами 𝐵𝐶 и𝐴𝐶 треуголь-
ника 𝐴𝐵𝐶. Найдите ГМТ середин отрезков 𝐴1𝐵1.

7. Боковые стороны 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 трапеции 𝐴𝐵𝐶𝐷 пересекаются в точке 𝐸. Общие внешние каса-
тельные к окружностям (𝐴𝐵𝐶) и (𝐶𝐷𝐴) пересекаются в точке 𝑃, а общие внешние касатель-
ные к окружностям (𝐵𝐶𝐷) и (𝐷𝐴𝐵) пересекаются в точке 𝑄. Докажите, что точки 𝑃, 𝑄 и 𝐸
лежат на одной прямой.

8. На сторонах 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 отмечены точки 𝑋 и 𝑌 соответственно. Прямая 𝑋𝑌
пересекает окружность (𝐴𝐵𝐶) в точках 𝑃 и 𝑄. Докажите, что середины отрезков 𝐵𝑌, 𝐶𝑋, 𝑋𝑌
и 𝑃𝑄 лежат на одной окружности.

9. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 на радиусах вписанной окружности, проведённых из её центра 𝐼 к
сторонам 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 и 𝐴𝐶 отметили точки 𝐶1, 𝐴1 и 𝐵1 соответственно так, что отрезки 𝐼𝐶1, 𝐼𝐵1
и 𝐼𝐴1 попарно равны. Докажите, что прямые 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1 и 𝐶𝐶1 пересекаются в одной точке.

10. На сторонах 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 выбраны точки 𝑃 и𝑄 соответственно так, что 𝑃𝑄 ∥
𝐵𝐶. Отрезки 𝐵𝑄 и 𝐶𝑃 пересекаются в точке 𝐾. Точка 𝐴′ симметрична точке 𝐴 относительно
прямой 𝐵𝐶. Отрезок𝐴′𝐾 пересекает окружность (𝐴𝑃𝑄) в точке 𝑆. Докажите, что окружность
(𝐵𝑆𝐶) касается окружности (𝐴𝑃𝑄).



[ЦПМ, кружок по математике] А. Филатов, A. Сайгак, И. Журин

[2024-2025] группа Печень 14 ноября 2024 г.

Линейное движение, добавка

1. В треугольнике точки𝑀, 𝑁 изогонально сопряжены. На прямых 𝐵𝑀, 𝐶𝑀, 𝐵𝑁, 𝐶𝑁 выбраны
точки 𝑃,𝑄, 𝑅, 𝑆 соответственно так, что 𝑃𝑅 ∥ 𝑄𝑆 ∥ 𝑀𝑁. Докажите, что точки𝐴, 𝑃, 𝑄,𝑀 лежат
на одной окружности тогда и только тогда, когда точки 𝐴, 𝑅, 𝑆, 𝑁 лежат на одной окружно-
сти.

2. Дан вписанный четырехугольник𝐴𝐵𝐶𝐷 и произвольная точка𝑋. Пусть𝑋𝐴𝐵,𝑋𝐵𝐶,𝑋𝐶𝐷,𝑋𝐷𝐴,
𝑋𝐴𝐶,𝑋𝐵𝐷 - проекции точки𝑋на прямые𝐴𝐵,𝐵𝐶,𝐶𝐷,𝐷𝐴,𝐴𝐶и𝐵𝐷 соответственно. Докажите,
что середины отрезков 𝑋𝐴𝐵𝑋𝐶𝐷, 𝑋𝐵𝐶𝑋𝐷𝐴 и 𝑋𝐴𝐶𝑋𝐵𝐷 лежат на одной прямой.

3. Рассмотрим произвольный треугольник 𝐴𝐵𝐶 с центром вписанной окружности 𝐼. Прямая
𝓁 пересекает прямые 𝐴𝐼, 𝐵𝐼 и 𝐶𝐼 соответственно в точках 𝐷, 𝐸 и 𝐹, отличных от 𝐴, 𝐵 и 𝐶 и 𝐼.
Серединныеперпендикулярык отрезкам𝐴𝐷,𝐵𝐸и𝐶𝐹 образуют треугольник𝛥 с описанной
окружностью 𝜔. Докажите, что окружности 𝜔 и (𝐴𝐵𝐶) касаются.



[ЦПМ, кружок по математике] А. Филатов, A. Сайгак, И. Журин

[2024-2025] группа Печень 15 ноября 2024 г.

Проективное движение

1. На продолжении стороны 𝐶𝐷 за точку𝐷 прямоугольника𝐴𝐵𝐶𝐷 отмечена точка 𝑃; точки𝑀
и 𝑁— середины сторон 𝐴𝐷, 𝐵𝐶 соответственно. Прямые 𝑃𝑀 и 𝐴𝐶 пересекаются в точке 𝑄.
Докажите, что прямая 𝑁𝑀— биссектриса угла 𝑃𝑁𝑄.

2. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведена высота 𝐴𝐷. На его сторонах 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 вовне
построеныподобныепрямоугольные треугольники𝐴𝐵𝑈и𝐴𝐶𝑉 (∠𝐴𝐵𝑈 = ∠𝐴𝐶𝑉 = 90∘, ∠𝐵𝐴𝑈 =
∠𝐶𝐴𝑉). Докажите, что прямые 𝐵𝑉 и 𝐶𝑈 пересекаются на прямой 𝐴𝐷.

3. В остроугольном треугольнике𝐴𝐵𝐶 на высоте 𝐵𝐻 выбрана произвольная точка 𝑃. Точки𝐴1
и 𝐶1—середины сторон 𝐵𝐶 и𝐴𝐵 соответственно. Перпендикуляр, опущенный из𝐴1 на 𝐶𝑃,
пересекается с перпендикуляром, опущенным из 𝐶1 на 𝐴𝑃, в точке 𝐾. Докажите, что точка
𝐾 равноудалена от точек 𝐴 и 𝐶.

Если в конструкции очередного изучаемого отображения много окружностей, то инверсия по-
может вам убедиться в сохранении двойных отношений.

4. Остроугольный равнобедренный треугольник 𝐴𝐵𝐶(𝐴𝐵 = 𝐴𝐶) вписан в окружность 𝛺. На
меньшей дуге 𝐵𝐶 отмечена произвольная точка 𝑋. Касательная к 𝛺 в точке 𝑋 пересекает
касательные к𝛺 из точек 𝐵 и𝐶 в точках 𝑃 и𝑄 соответственно. Докажите, что длина отрезка,
высекаемого прямыми 𝐴𝑃 и 𝐴𝑄 на прямой 𝐵𝐶, не зависит от выбора точки 𝑋.

5. В остроугольном неравнобедренном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 отмечена середина𝑀 стороны 𝐵𝐶
и основание 𝐻 высоты 𝐴𝐻. Внутри треугольника нашлись такие точки 𝑃 и 𝑄, то ∠𝐵𝐴𝑃 =
∠𝐶𝐴𝑄 и ∠𝐵𝑃𝐴 = ∠𝐶𝑄𝐴 = 90∘. Докажите, что точки𝑀,𝐻, 𝑃, 𝑄 лежат на одной окружности.

6. 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1 и 𝐶𝐶1 пересекаются в одной точке. Окружность 𝜔𝐴 касается стороны 𝐵𝐶 в точке
𝐴1 и ”меньшей” дуги 𝐵𝐶 описанной окружности треугольника𝐴𝐵𝐶 в точке𝐴2. Аналогично
определены точки 𝐵2 и 𝐶2. Докажите, что прямые 𝐴𝐴2, 𝐵𝐵2 и 𝐶𝐶2.

7. Пусть 𝛾𝑎, 𝛾𝑏, 𝛾𝑐—вневписанные окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶, касающиеся сторон 𝐵𝐶, 𝐶𝐴
и 𝐴𝐵 соответственно. Обозначим через 𝑙𝑎 общую внешнюю касательную окружностей 𝛾𝑏
и 𝛾𝑐, отличную от 𝐵𝐶. Аналогично определим прямые 𝑙𝑏, 𝑙𝑐. Из точки 𝑃, лежащей на 𝑙𝑎,
проведемотличнуюот 𝑙𝑎 касательнуюк 𝛾𝑏 инайдем точку𝑋 ее пересечения с 𝑙𝑐. Аналогично
найдем точку 𝑌 пересечения касательной из 𝑃 к 𝛾𝑐 с 𝑙𝑏. Докажите, что прямая 𝑋𝑌 касается
𝛾𝑎.

8. 2025 прямых пересекаются в одной точке. В каждый из 4050-и углов вписано по окруж-
ности; окружности касаются друг друга по циклу. На сторонах углов отмечено по точке.
Известно, что для всех углов, кроме одного, отрезок, соединяющий отмеченные точки на
сторонах, касается вписанной в угол окружности. Докажите, что для оставшегося угла это
также верно.



3. Комбинаторика



[ЦПМ, кружок по математике] М. Д. Губина, А. Ю. Кушнир, В. И. Ретинский

[2024-2025] группа 10 5 ноября 2024 г.

Теория Рамсея

Упражнение. На олимпиаду пришли 6 человек. Докажите, что либо найдётся три человека,
которые попарно друг друга знают, либо три человека, которые попарно друг друга не знают.

Определение.Пусть 𝑛1, 𝑛2,… , 𝑛ℓ —натуральные числа. Числом Рамсея 𝑅(𝑛1, 𝑛2,… , 𝑛ℓ) называ-
ется такое наименьшее натуральное число, что всякая раскраска рёбер графа с 𝑅(𝑛1, 𝑛2,… , 𝑛ℓ)
вершинами в ℓ цветов для какого-то 𝑖 содержит полный подграф цвета 𝑖 размера 𝑛𝑖.

1. (а) Докажите, что 𝑅(3, 4) ⩽ 10.

(б) Докажите, что 𝑅(3, 4) ⩽ 9.

2. Докажите, что

(а) 𝑅(𝑚, 𝑛) ⩽ 𝑅(𝑚 − 1, 𝑛) + 𝑅(𝑚, 𝑛 − 1);

(б) 𝑅(𝑚, 𝑛) ⩽ (𝑛+𝑚−2
𝑛−1 ).

3. Пусть всякие два человека могут либо дружить, либо враждовать либо быть незнакомыми.
Докажите, что среди 17 человек всегда найдутся трое попарно дружащих, или трое попарно
враждующих, или трое попарно незнакомых.

Замечание. Таким образом, 𝑅(3, 3, 3) ⩽ 17. На самом деле 𝑅(3, 3, 3) = 17.

4. Для всех 𝑙 ⩾ 2 докажите неравенство

𝑅(𝑛1, 𝑛2,… , 𝑛ℓ) ⩽ (
𝑛1 + 𝑛2 +…+ 𝑛ℓ − ℓ

𝑛1 − 1, 𝑛2 − 1, … , 𝑛ℓ − 1
).

5. В некотором множестве выбрали бесконечное количество конечных подмножеств одина-
кового размера. Докажите, чтоможно выбрать 2022изних так, чтобылюбыедва различных
пересекались по одному и тому же количеству элементов.

6. ТеоремаШура.Натуральные числа раскрашены в 𝑘 цветов. Докажите, что найдётся одно-
цветное решение уравнения 𝑥 + 𝑦 = 𝑧.

7. (а) Даны𝑚+1ненулевых вычетовпопростомумодулю𝑝. Докажите, что отношение каких-
то двух — точная𝑚-я степень некоторого вычета.

(б) Докажите, что для любого натурального 𝑚 при достаточно больших простых 𝑝 суще-
ствует нетривиальное решение уравнения

𝑥𝑚 + 𝑦𝑚 ≡ 𝑧𝑚 mod 𝑝.

8. Все трёхэлементные подмножества множества {1, 2,… , 𝑛} раскрашены в два цвета. Дока-
жите, что при всех достаточно больших 𝑛 найдётся такое подмножество {𝑥1,… , 𝑥100} ⊂
{1, 2,… , 𝑛}, в котором все тройки {𝑥𝑖, 𝑥𝑗, 𝑥𝑘} одноцветные.

9. Теорема Эрдеша–Секереша. Докажите, что при всех достаточно больших 𝑛 среди любых
𝑛 точек плоскости в общем положении можно выделить вершины некоторого выпуклого
100-угольника.



[ЦПМ, кружок по математике] М. Д. Губина, А. Ю. Кушнир, В. И. Ретинский

[2024-2025] группа 10 6 ноября 2024 г.

Теория Рамсея. Добавка

1. В классе учится 2𝑛школьников, по 𝑛 девочек и мальчиков. На досуге каждая пара из маль-
чика и девочки любит обсуждать либо футбол, либо волейбол. Докажите, что при доста-
точно большом 𝑛 найдутся 10 мальчиков и 10 девочек, среди которых все пары на досуге
обсуждают один и тот же вид спорта.

Определение. Пусть 𝐻1, 𝐻2 — два данных графа. Число Рамсея 𝑅(𝐻1, 𝐻2) — это наименьшее
натуральное𝑛, для которогоприлюбойраскраске рёберполного графана𝑛 вершинах в двацвета
обязательно найдётся подграф, изоморфный 𝐻1, с рёбрами цвета 1 или подграф, изоморфный
𝐻2, с рёбрами цвета 2.

2. Данынатуральныечисла𝑘,𝑚 > 1инекоторое дерево𝑇𝑚 на𝑚 вершинах.Найдите𝑅(𝑇𝑚, 𝐾𝑘).

3. Рассмотрим 𝑛-мерный куб 𝑚 × 𝑚 × … × 𝑚. Назовём линией такую последовательность
𝑋1, …, 𝑋𝑚 клеток куба, что у этих клеток в каждой координате значения либо одинаковые,
либо равны 1, 2, …,𝑚 именно в таком порядке.

Hales-Jewett theorem. Даны натуральные числа 𝑘,𝑚. Тогда есть такое натуральное число
𝑛 = 𝑛(𝑘,𝑚), что при любой раскраске клеток 𝑛-мерного кубаℳ𝑛 = 𝑚×𝑚×…×𝑚 в 𝑘 цветов
найдётся линия из𝑚 клеток, раскрашенная в один цвет.

ДокажемтеоремуХайлса-Джеветтаиндукциейпо𝑚. ИндукционноепредположениеИП(𝑚)
звучит так: пусть утверждение теоремы справедливо для данного 𝑚 и любого числа цве-
тов 𝑘.
(а) Докажите, что если выполнено ИП(𝑚), то найдутся такие натуральные числа 𝑛 и 𝑁,
что при любой раскраске куба ℳ𝑛+𝑁 можно выделить такие линии 𝑋1,… , 𝑋𝑚 ∈ ℳ𝑛 и
𝑌1,… , 𝑌𝑚 ∈ ℳ𝑁, что все клетки (𝑋𝑖, 𝑌𝑗)— одноцветные.
(б) Докажите, что если выполнено ИП(𝑚), то теорема верна для куба со стороной𝑚+ 1 и
двух цветов.
(в) Докажите, что если выполнено ИП(𝑚), то теорема верна для куба со стороной𝑚+ 1 и
любого наперёд заданного числа цветов.

4. Выведите из теоремы Хейлса-Джеветта теорему Ван дер Вардена: для любой раскраски на-
турального ряда в конечное число цветов в нём можно найти сколько угодно длинную од-
ноцветную арифметическую прогрессию.



[ЦПМ, кружок по математике] М. Д. Губина, А. Ю. Кушнир, В. И. Ретинский

[2024-2025] группа 10 7 ноября 2024 г.

Теорема Турана

Определение. Подмножество вершин графа 𝐺 называется независимым, если любые две его
вершины не соединены ребром.

Определение.Независимым числом графа называется размер его максимального независимо-
го множества.

Теорема 1. В графе 𝐺 на 𝑛 вершинах независимое число не превосходит 𝛼. Тогда число рёбер
графа 𝐺 не меньше, чем число рёбер графа на 𝑛 вершинах, состоящего из 𝛼 почти равных клик.

Теорема 2. В графе 𝐺 на 𝑛 вершинах нет клик размера 𝑘. Тогда число рёбер графа 𝐺 не превос-
ходит числа рёбер полного (𝑘 − 1)-дольного графа на 𝑛 вершинах с почти равными долями.

1. Докажите теорему Турана.

2. Каждое ребро некоторого графа на 60 вершинах покрашено в красный или синий цвет так,
что нет одноцветного треугольника. Какое наибольшее количество рёбер может быть в та-
ком графе?

3. В стране 210 городов и совсем нет дорог. Король хочет построить несколько дорог с одно-
сторонним движением так, чтобы для любых трёх городов 𝐴, 𝐵, 𝐶, между которыми есть
дороги, ведущие из 𝐴 в 𝐵 и из 𝐵 в 𝐶, не было бы дороги, ведущей из 𝐴 в 𝐶. Какое наиболь-
шее число дорог он сможет построить?

4. За круглым столом сидят 𝑛 человек. Разрешается поменять местами любых двух людей,
сидящих рядом. Какое наименьшее число таких перестановок необходимо сделать, чтобы
в результате каждые два соседа остались бы соседями, но сидели бы в обратном порядке?

5. На плоскости дано множество 𝑆 из 3𝑛 точек диаметра 1. Каково максимально возможное
количество пар точек, расстояние между которыми строго больше 1

√2
?

6. (а) Есть 2𝑛 + 1 батарейка (𝑛 > 2). Известно, что хороших среди них на одну больше, чем
плохих, но какиеименно батарейки хорошие, а какие плохие, неизвестно. Вфонарик встав-
ляются две батарейки, при этом он светит, только если обе — хорошие. За какое наимень-
шее число таких попыток можно гарантированно добиться, чтобы фонарик светил?
(б) Та же задача, но батареек 2𝑛 (𝑛 > 2), причём хороших и плохих поровну.

7. На плоскости отмечено 4𝑛 точек. Соединим отрезками все пары точек, расстояние меж-
ду которыми равно 1. Известно, что среди любых 𝑛 + 1 точек обязательно найдутся две,
соединённые отрезком. Докажите, что проведено хотя бы 7𝑛 отрезков.

8. Каково наибольшее возможное количество полных подграфов размера 𝑘 в графе на n вер-
шинах, не содержащем полного подграфа на 𝑘 + 1 вершине?
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Непрерывность в КГ

Функция 𝑓∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ называется непрерывной в точке 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏], если для каждого 𝜀 > 0
найдётся такая 𝛿 > 0, что для каждого 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] выполнено |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿⟹ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| < 𝜀.

Теорема. Непрерывная функция 𝑓 на отрезке [𝑎, 𝑏] принимает все значения между 𝑓(𝑎) и 𝑓(𝑏).

1. Докажите или опровергните: для любого (а) выпуклого; (б) не обязательно выпуклого
многоугольникаилюбогонаправления существует прямая данногонаправления, делящая
периметр пополам.

2. Дан (не обязательно выпуклый) многоугольник и точка 𝑃, лежащая (а) вне; (б) внутри
выпуклой оболочки его вершин. Докажите, что существует прямая через точку 𝑃, делящая
площадь пополам. Единственна ли такая прямая?

3. Докажите, что для любого выпуклого многоугольника существует прямая, делящая попо-
лам и площадь, и периметр.

4. На плоскости отмечены две системы точек: {𝐴1, 𝐴2,… , 𝐴𝑛}, {𝐵1, 𝐵2,… , 𝐵𝑛}. Выяснилось, что
для любой точки 𝑃 плоскости

|𝑃𝐴1| + |𝑃𝐴2| + … + |𝑃𝐴𝑛| ≠ |𝑃𝐵1| + |𝑃𝐵2| + … + |𝑃𝐵𝑛|.

Докажите, что центры масс систем {𝐴1,… , 𝐴𝑛}, {𝐵1,… , 𝐵𝑛} совпадают.

5. На плоскости даны два (не обязательно выпуклых) многоугольника. Докажите, что есть
прямая, делящая площадь каждого из них пополам. Бутерброд из хлеба и колбасы можно
разрезать на две равные по хлебу и колбасе части.

6. Пабло нарисовал на плоскости квадрат, на каждой стороне (или продолжении стороны)
отметил по точке, а затем стёр квадрат. Оказалось, что никакие два из шести отрезков, со-
единяющих эти четыре точки, не перпендикулярны. Казимир хочет восстановить квадрат
Пабло. Какое наименьшее число способов это сделать может быть?

7. Докажите, что через любой выпуклый многоугольник можно провести две перпендику-
лярные прямые, делящие его на 4 равные по площади части.

8. У Эванжелисты есть «делилка на троих» для блинов. Она представляет собой три луча из
одной точки под углами 120∘ друг к другу. Делилку можно параллельно переносить вдоль
любых векторов плоскости, но нельзя поворачивать. Докажите, что любой выпуклый мно-
гоугольный блин можно разделить делилкой на три равные по площади части.
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Непрерывность в КГ. Добавка

1. Докажите, что в любом выпуклом многоугольнике найдутся две равные непересекающи-
еся хорды, делящие его площадь на три равные части.

2. Внутри выпуклого многоугольника 𝐴 лежит выпуклый многоугольник 𝐵, их контуры не
пересекаются. Назовём хорду многоугольника𝐴 опорной, если она пересекает многоуголь-
ник 𝐵 только по точкам контура (по вершине или по стороне). Докажите, что найдутся две
опорные хорды, середины которых принадлежат контуру многоугольника 𝐵.

3. (Теорема Борсука-Улама) Для любой пары непрерывных вещественнозначных функций
𝑓 и 𝑔 на сфере найдётся пара диаметрально противоположных точек, в которых функция 𝑓
принимает одинаковые значения и функция 𝑔 принимает одинаковые значения.
(а) Выведите из теоремы Борсука-Улама теорему о бутерброде: бутерброд в ℝ3 из хлеба,
колбасы и сыра можно разрезать плоскостью на две равные и по объёму хлеба, и по объё-
му колбасы, и по объёму сыра части (здесь хлеб, сыр, колбаса — ограниченные тела).
(б) Докажите теорему Борсука-Улама.
Почему-то вспомнилось следующее доказательство обычной теоремы о промежуточном
значении для непрерывной функции 𝑓 на отрезке [𝑎, 𝑏].
(1) Покрасимточки отрезка [𝑎, 𝑏] в два цвета: где 𝑓(𝑥)меньше промежуточного значения
и где больше.
(2) Для любого конечного разбиения отрезка на отрезочки есть отрезочек с разноцветны-
ми концами.
(3) Подойдёт любая предельная точка последоватености разноцветных отрезочков всё
более мелких разбиений.

4. Докажите, что в контур любого выпуклого многоугольника можно вписать прямоуголь-
ник.
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Непрерывная комбинаторика

1. В домике Копатыча припасены 15 бочонков мёда различных объёмов. Докажите, что Копа-
тыч может разлить один бочонок на два новых так, чтобы полученные 16 бочонков можно
было разбить на две группы по 8 с равным суммарным объёмом мёда.

2. Даннабориз 99положительныхчисел с суммой 𝑆. Докажите, что есть неменее 249 способов
выбрать 50 из них с суммой строго больше 𝑆/2.

3. В 99 ящиках лежат яблоки и апельсины. Докажите, что можно так выбрать 50 ящиков, что
в них окажется не менее половины всех яблок и не менее половины всех апельсинов.

4. Группа в детском саду насчитывает 30 детей. Дети встали в ряд так, что возрасты любых
двух соседних детей различаются не более чем на 1 год.
(а) Докажите, что воспитатель может построить детей парами в ряд так, чтобы в любых
двух соседних в ряду парах суммарный возраст отличался не более чем на 1 год.
(б) Докажите, что воспитатель может построить детей тройками в ряд так, чтобы в любых
двух соседних в ряду тройках суммарный возраст отличался не более чем на 1 год.
(в) На городской ёлке 30 детей взялись за руки в хоровод так, что возрасты любых двух
соседей различаются не более чем на 1 год. Докажите, что можно разбить детей на пары
и расставить пары по кругу так, чтобы суммарный возраст в каждых двух соседних парах
различался бы не более чем на 1 год.

5. На продуктовом складе валяются 20 кусков сыра разных сортов. Докажите, что можно раз-
резать не более двух кусков так, чтобы сыр можно было разложить на две кучки, равные по
весу и по цене.

6. Имеются 300 яблок, любые два из которых различаются по весу не более, чем в три раза.
Докажите, что ихможно разложить в пакетыпо четыре яблока так, чтобылюбые два пакета
различались по весу не более, чем в полтора раза.

7. Нанескольких карточках записаны вещественные числа (по одному на каждой). Игра с ди-
леромпроходит так: каждый ход дилер вскрывает одну карточку из колоды, а игрок должен
положить карточку в одну из стопок либо создать новую стопку. При этом в любой момент
времени числа на карточках из одной стопки должны различаться не болеее чем на 1. Игра
заканчивается, когда заканчиваются карты у дилера. Петя сыграл в игру с дилером один
раз, создав в процессе игры 10 стопок. Докажите, что Вася при игре с дилером на той же
колоде гарантированно сможет создать не более 19 стопок.

8. В 100 ящиках лежат яблоки, апельсины и бананы. Докажите, что можно так выбрать 51
ящик, что в них окажется не менее половины всех яблок, не менее половины всех апель-
синов и не менее половины всех бананов.
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Вариация и катастрофы

1. На отрезке 𝐴𝐵 отмечено 2𝑛 различных точек, симметричных относительно середины 𝐴𝐵.
При этом 𝑛 из них покрашены в красный цвет, оставшиеся 𝑛 — в синий. Докажите, что
суммарасстоянийот точки𝐴 до красных точек равна сумме расстоянийот точки𝐵 до синих
точек.

2. Внутри выпуклого 100-угольника отмечена точка 𝑋, не лежащая ни на какой диагонали.
Докажите, что количество треугольников с вершинамиввершинахисходного 100-угольника,
содержащих точку 𝑋, чётно.

3. На окружности выписаны несколько вещественных чисел из отрезка [0, 1]. Докажите, что
окружность можно разбить на 2024 дуги так, чтобы суммы чисел на соседних дугах отли-
чались не более чем на 1 (сумму чисел на дуге без чисел считаем равной 0).

4. Можно ли нарисовать на плоскости полный граф 𝐾101 так, чтобы его вершины были в точ-
ках общего положения, рёбра — отрезками, и чтобы в точности 4 000 000 пар его рёбер пе-
ресекались (по внутренним точкам)?

5. На прямой отмечены 2𝑛 различных точек, при этом 𝑛 из них покрашены в красный цвет,
остальные 𝑛—в синий. Докажите, что сумма попарных расстояниймежду точками одного
цвета не превосходит суммы попарных расстояний между точками разного цвета.

6. На плоскости проведены 𝑛 ⩾ 3 прямых общего положения. Прямые раскрашены в крас-
ный и синий цвет, оба цвета присутствуют. Докажите, что среди частей, на которые делям
плоскость прямые, найдётся треугольник, у которого не все стороны одного цвета.

7. Хромой ладьёй назовём ладью, которая за один ход может сдвинуться только на одну клет-
ку. Хромая ладья за 64 хода обошла все клетки шахматной доски и вернулась на исходную
клетку. Докажите, что число её ходов по горизонтали не равно числу ходов по вертикали.

8. На плоскости нарисованы 𝑛 различных окружностей, никакие три окружности не пересе-
каются в одной точке. УлиткаТурбоначинаетползти вдоль какой-то окружностипротивча-
совой стрелки. Как только она попадает в точку пересечения двух окружностей, она меняет
окружность и продолжает ползти против часовой стрелки уже по следующей окружности.
В какой-то момент оказалость, что Турбо целиком проползла все окружности. Докажите,
что 𝑛 нечётно.



Часть II

Группа 10–2



1. Алгебра
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Симметрические многочлены

Определение.Многочлен от нескольких переменных называется симметрическим, если он не
меняется при любых перестановках переменных.

Определение. Элементарным симметрическим многочленом называется многочлен

𝜎𝑘(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛) = ∑
𝑖1<𝑖2<…<𝑖𝑘

𝑥𝑖1𝑥𝑖2 …𝑥𝑖𝑘.

Основная теорема. Всякий симметрический многочлен единственным образом представляет-
ся в видемногочлена от элементарных симметрических. Коэффициентыэтогомногочлена—це-
лочисленные линейные комбинации коэффициентов исходного многочлена.

Лемма 1. Пусть 𝑢 = 𝑎𝑥𝑘11 𝑥
𝑘2
2 …𝑥𝑘𝑛𝑛 — старший одночлен (относительно лексикографического

порядка) симметрического многочлена. Тогда 𝑘1 ⩾ 𝑘2 ⩾ … ⩾ 𝑘𝑛.

Лемма 2. Для любого одночлена 𝑢 = 𝑥𝑘11 𝑥
𝑘2
2 …𝑥𝑘𝑛𝑛 с 𝑘1 ⩾ 𝑘2 ⩾ … ⩾ 𝑘𝑛 ⩾ 0 существуют такие

целые неотрицательные числа 𝑚1, 𝑚2,… ,𝑚𝑛, что старший одночлен многочлена 𝜎
𝑚1
1 𝜎𝑚2

2 …𝜎𝑚𝑛
𝑛

совпадает с 𝑢.

1. (а) Докажите лемму 1.

(б) Докажите лемму 2.

(в) Проведя индукцию по лексикографическому порядку, докажите существование пред-
ставления из формулировки теоремы.

(г) Предположив, что существует два различных представления и сократив все совпада-
ющие члены, рассмотрите старший одночлен и докажите единственность представления.

2. Выразите 𝑥31 + 𝑥32 + 𝑥33 + 𝑥34 через 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3.

3. Про целые числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 известно, что 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0. Докажите, что число 2𝑎4 + 2𝑏4 + 2𝑐4

является точным квадратом.

4. Даны вещественные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 и 𝑥, 𝑦, 𝑧, причём

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 = 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3.

Докажите, что 𝑎2024 + 𝑏2024 + 𝑐2024 = 𝑥2024 + 𝑦2024 + 𝑧2024.

5. Многочлен 𝑥2024 + 𝑦2024 выразили через элементарные симметрические как 𝑃(𝑥𝑦, 𝑥 + 𝑦).
Найдите сумму всех коэффициентов многочлена 𝑃.

6. Рекуррентная формула Ньютона. Обозначим 𝑝𝑘(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛) = 𝑥𝑘1 + 𝑥𝑘2 +…+𝑥𝑘𝑛. Дока-
жите, что при 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛 имеет место равенство

𝑝𝑘 − 𝑝𝑘−1𝜎1 +…+ (−1)𝑘−1𝑝1𝜎𝑘−1 + (−1)𝑘𝑘𝜎𝑘 = 0.

Как должна выглядеть формула при 𝑘 > 𝑛?



7. Дано нечётное простое число 𝑝. Многочлен с целыми коэффициентами называется пере-
становочным по модулю 𝑝, если среди его значений в целых точках встречаются все воз-
можные остатки при делении на 𝑝. Докажите, что у нелинейного приведённого переста-
новочного многочлена степень не может быть делителем числа 𝑝 − 1.
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Симметрические многочлены - 2

1. Дан многочлен с рациональными коэффициентами. Докажите, что любой симметриче-
ский многочлен от его (комплексных) корней есть рациональное число.

2. Докажите основную теорему о симметрических многочленах от нескольких наборов пере-
менных. Если многочлен не меняется от перестановки переменных внутри наборов 𝑥1,…,
𝑥𝑛, 𝑦1,…, 𝑦𝑚,…, то его можно выразить через основные симметрические многочлены от 𝑥1,
…, 𝑥𝑛, 𝑦1,…, 𝑦𝑚,… (и через оставшиеся переменные).
Пример: (𝑡−𝑥1−𝑦1)(𝑡−𝑥2−𝑦1)(𝑡−𝑥1−𝑦2)(𝑡−𝑥2−𝑦2) выражается через 𝑡 и 𝑥1+𝑥2, 𝑥1𝑥2, 𝑦1+
𝑦2, 𝑦1𝑦2.

Определение. Комплексное число 𝛼 называется алгебраическим, если оно является корнем
многочлена с рациональными коэффициентами.

3. Пусть 𝛼, 𝛽— алгебраические числа. Докажите, что числа (а) −𝛼; (б) 𝛼−1; (в) 𝛼 + 𝛽 и 𝛼𝛽
также являются алгебраическими.

4. Юра посчитал произведение всех 2100 чисел вида

±√1 ± √2 ±…±√99 ± √100.

Докажите, что число, которое он получил, является (а) целым; (б) квадратом целого чис-
ла.

5. Все корни приведённого многочлена с целыми коэффициентами имеют модуль 1. Дока-
жите, что все они являются корнями из единицы.



[ЦПМ, кружок по математике] М.А. Ложкин

[2024-2025] группа 10-2 6 ноября

Уравнение Пелля. Теория

Определение. Уравнением Пелля называется диофантово уравнение

𝑥2 −𝑚𝑦2 = 1,

где 𝑚 — натуральное число, не являющееся точным квадратом. Решение (𝑥0, 𝑦0) называется
нетривиальным, если (𝑥0, 𝑦0) ≠ (±1, 0).

Геометрическийсмысл.Любаяцелочисленная точка, кроме (0, 0), лежитна однойиз гипербол
ℓ𝑁, задаваемой уравнением 𝑥2 − 𝑚𝑦2 = 𝑁, где 𝑁— целое ненулевое число. Асимптотами таких
гипербол являются прямые 𝑥 = √𝑚𝑦 и 𝑥 = −√𝑚𝑦. Решение уравнения Пелля равносильно
нахождению всех целочисленных точек гиперболы ℓ1.

𝑥

𝑦

𝑥2 −𝑚𝑦2 = 1

𝑥 = √𝑚𝑦

𝑥 = −√𝑚𝑦

Пример: 𝑥2 − 2𝑦2 = 1.

1. Если (𝑥, 𝑦)— решение, то (3𝑥 + 4𝑦, 2𝑥 + 3𝑦)— тоже решение.

2. Определим (𝑥0, 𝑦0) = (1, 0)и (𝑥𝑖+1, 𝑦𝑖+1) = (3𝑥𝑖+4𝑦𝑖, 2𝑥𝑖+3𝑦𝑖). Хочется доказать, что (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)—все
неотрицательные решения уравнения 𝑥2−2𝑦2 = 1. Для доказательства используем то, что
отображение (𝑥, 𝑦) ↦ (3𝑥 + 4𝑦, 2𝑥 + 3𝑦) имеет обратное (𝑥, 𝑦) ↦ (3𝑥 − 4𝑦, 3𝑦 − 2𝑥).

3. Преобразование (𝑥, 𝑦) ↦ (3𝑥 + 4𝑦, 2𝑥 + 3𝑦) сдвигает точки по правой ветви гиперболы ℓ𝑁,
увеличивая 𝑦 (здесь 𝑥, 𝑦 не обязательно целые).

4. Если (𝑥, 𝑦)— неотрицательное решение и 3𝑦 − 2𝑥 < 0, то (𝑥, 𝑦) = (1, 0). Таким образом,
(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)— это все решения уравнения 𝑥2 − 2𝑦2 = 1.

Алгебраический смысл



Рассмотрим кольцо ℤ [√𝑚] = {𝑎 + 𝑏√𝑚 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ}. В этом кольце есть операция сопряжения

𝑎 + 𝑏√𝑚 = 𝑎 − 𝑏√𝑚.

Определим норму элемента

𝑁(𝑎 + 𝑏√𝑚) = 𝑎2 −𝑚𝑏2 = (𝑎 + 𝑏√𝑚) ⋅ 𝑎 + 𝑏√𝑚.

Норма и сопряжение обладают хорошими свойствами: для 𝛼, 𝛽 ∈ ℤ [√𝑚] выполнено

• 𝛼 + 𝛽 = 𝛼 + 𝛽;

• 𝛼𝛽 = 𝛼 ⋅ 𝛽;

• 𝑁(𝛼𝛽) = 𝑁(𝛼) ⋅ 𝑁(𝛽).

Решить уравнение Пелля 𝑥2 −𝑚𝑦2 = 1 ⇔ найти все элементы кольца ℤ [√𝑚] нормы 1

Некоторые элементы в кольцах бывают обратимыми. В ℤ [√𝑚] это в точности элементы с нор-
мой ±1.

Пусть (𝑥1, 𝑦1)—нетривиальное положительное решение уравнение Пелля с наименьшим 𝑥1 (⇔
с наименьшим 𝑦1). Оно называется фундаментальным.

Тогда 𝑁((𝑥1 + 𝑦1√𝑚)𝑘) = 1, то есть мы нашли бесконечную серию решений. Докажем, что это
все положительные решения. Отображение

𝑥 + 𝑦√𝑚 ↦ (𝑥1 + 𝑦1√𝑚) ⋅ (𝑥 + 𝑦√𝑚) = (𝑥1𝑥 + 𝑚𝑦1𝑦) + (𝑥1𝑦 + 𝑦1𝑥)√𝑚

(в координатномвиде егоможно записать (𝑥, 𝑦) ↦ (𝑥1𝑥+𝑚𝑦1𝑦, 𝑥1𝑦+𝑦1𝑥)) естьнаше таинственное
отображение. А обратное к нему — это умножение на (𝑥1 + 𝑦1√𝑚)

−1
.

Умножение на 𝑥1+𝑦1√𝑚 переводит точки с правой ветви гиперболы ℓ1 на неё же, сохраняя при
этом порядок точек (по координате 𝑦).

Лемма о монотонности. Сопоставим точке (𝑥, 𝑦), 𝑥 > 0, вещественное число 𝑥 + 𝑦√𝑚. Пусть
(𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)— два решения уравнения Пелля. Тогда

𝑦1 < 𝑦2 ⟺𝑥1 + 𝑦1√𝑚 < 𝑥2 + 𝑦2√𝑚.

Теорема. Числа±(𝑥1 + 𝑦1√𝑚)
𝑘
, 𝑘 ∈ ℤ—это все элементы кольца ℤ [√𝑚] с нормой 1, то есть все

решения уравнения Пелля.

Замечание. В координатном виде решения уравнения Пелля — это пары

±(
(𝑥1 + 𝑦1√𝑚)

𝑘
+ (𝑥1 − 𝑦1√𝑚)

𝑘

2 ,
(𝑥1 + 𝑦1√𝑚)

𝑘
− (𝑥1 − 𝑦1√𝑚)

𝑘

2√𝑚
) .



[ЦПМ, кружок по математике] М.А. Ложкин

[2024-2025] группа 10-2 7 ноября

Уравнение Пелля. Задачи

Теперь можно забыть почти всё вышесказанное.

1. (а) Докажите, что элемент 𝛼 ∈ ℤ [√𝑚] обратим (то есть существует такой элемент 𝛽 того
же кольца, что 𝛼𝛽 = 1) тогда и только тогда, когда 𝑁(𝛼) = ±1.

(б) Пусть (𝑥, 𝑦)— решение уравнение Пелля, 𝜂 = 𝑥 + 𝑦√𝑚. Тогда

𝜂 > 1⟺ 𝑥 > 0, 𝑦 > 0 и 0 < 𝜂 < 1⟺ 𝑥 > 0, 𝑦 < 0.

(в) Забыв про гиперболы, про преобразования, и помня только о нормах и предыдущем
пункте, докажите основную теорему о решениях уравнения Пелля.

2. Решите в целых числах уравнение 𝑥2 − 6𝑥𝑦 + 𝑦2 = 1.

3. Пифагорова тройка (3, 4, 5) такова, что длины катетов отличаются на 1. А сколько всего
пифагоровых троек с этим свойством?

4. Докажите, что если разность двух последовательных кубов равна 𝑛2, то 2𝑛 − 1— точный
квадрат.

5. Рассмотрим уравнение 𝑥2 −𝑚𝑦2 = 𝑟, 𝑟 ∈ ℤ, 𝑟 ≠ 0,𝑚 > 0—не квадрат.

(а) Приведите пример такого уравнения, у которого нет решений.

(б) Докажите, что это уравнение либо не имеет решений, либо имеет бесконечно много
решений. Как явно выписать какую-нибудь бесконечную серию решений?

6. Пусть 𝑙(𝑛)— количество простых чисел в разложении числа 𝑛. Например, 𝑙(12) = 3. Дока-
жите, что есть бесконечно много чисел 𝑛 со свойством:

(а) 𝑙(𝑛) и 𝑙(𝑛 + 1) оба нечётны;

(б) 𝑙(𝑛) и 𝑙(𝑛 + 1) оба чётны.



[ЦПМ, кружок по математике] М.А. Ложкин

[2024-2025] группа 10-1 9 ноября

Уравнение Пелля - 2

1. Пусть 𝑥1 + 𝑦1√𝑚, 𝑥2 + 𝑦2√𝑚 ∈ ℤ [√𝑚]. Оказалось, что 𝑥1 ≡ 𝑥2 (mod 𝑛) и 𝑦1 ≡ 𝑦2 (mod 𝑛),
где 𝑛 = |𝑁(𝑥2 + 𝑦2√𝑚)|. Докажите, что тогда 𝑥1 + 𝑦1√𝑚 делится на 𝑥2 + 𝑦2√𝑚.

2. Докажите, что если на некоторой гиперболе

ℓ𝑁 = {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥2 −𝑚𝑦2 = 𝑁}

лежит бесконечное число целых точек, то уравнение Пелля 𝑥2 − 𝑚𝑦2 = 1 имеет нетриви-
альное решение.

Предположим, что на каждой из гипербол лежит лишь конечное число целых точек. Обозначим
𝐴 область между гиперболам ℓ𝑁 и ℓ−𝑁. Каждой целой точке из 𝐴 (кроме (0, 0)) сопоставим угол
как на картинке.

3. Докажите, что на гиперболе ℓ𝑁 найдётся вещественная точка, не покрытая ни одним рас-
сматриваемым углом.

4. ЛеммаМинковского. В центре координатнойплоскостирасположена выпуклаяцентрально-
симметричная относительно центра координат фигура площади больше 4. Докажите, что
в ней найдётся ещё одна целочисленная точка.
Подсказка: рассмотрим все выпуклые фигуры, получающиеся из данной переносами на век-
торы, обе координаты которых чётны. Могут ли пересекаться две такие фигуры? Что
можно сказать про суммарную площадь фигур, центры которых лежат внутри какого-
нибудь большого квадрата?

Выберем параллелограмм с непокрытыми вершинами как на картинке.

5. Докажите, что площадь параллелограмма зависит только от 𝑁, а не от конкретных точек
на гиперболе.

6. Докажите, что у уравнения Пелля 𝑥2 −𝑚𝑦2 = 1 существует нетривиальное решение.



7. Предположим, что уравнение 𝑥2 − 𝑚𝑦2 = 𝑟 имеет решение. Как выглядят все решения?
Опишите алгоритм их нахождения.



[ЦПМ, кружок по математике] Ю.Г. Арутюнов

[2024-2025] группа Селезёнка 12 ноября

Однородные симметрические неравенства: Мюрхед.

Определение.Пусть даннабор целыхнеотрицательных чисел𝛼 = (𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛), такой что𝛼1 ⩾
𝛼2 ⩾ … ⩾ 𝛼𝑛. Введём обозначение следующего симметрического многочлена от переменных
𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛:

𝑇𝛼(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛) = ∑
sym

𝑥𝛼11 𝑥𝛼22 …𝑥𝛼𝑛𝑛 ,

где суммирование ведётся по всем возможным перестановкам переменных 𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛.

Примеры.

• 𝑇(2,1,0)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 + 𝑦2𝑧 + 𝑦𝑧2 + 𝑧2𝑥 + 𝑥𝑧2;

• 𝑇(1,1,1)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 6𝑥𝑦𝑧;

• 𝑇(1,1,0)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥𝑦 + 2𝑦𝑧 + 2𝑧𝑥.

Ещё определение. Пусть даны два набора целых неотрицательных чисел 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛) и
𝛽 = (𝛽1, 𝛽2,… , 𝛽𝑛), такие что𝛼1 ⩾ 𝛼2 ⩾ … ⩾ 𝛼𝑛, 𝛽1 ⩾ 𝛽2 ⩾ … ⩾ 𝛽𝑛 и𝛼1+𝛼2+…+𝛼𝑛 = 𝛽1+𝛽2+…+𝛽𝑛.
Тогда будем говорить, что 𝛼 мажорирует 𝛽 (обозначается как 𝛼 ≻ 𝛽), если для любого 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛
верно

𝑘
∑
𝑖=1

𝛼𝑖 ⩾
𝑘
∑
𝑖=1

𝛽𝑖.

Неравенство Мюрхеда. Пусть 𝛼 ≻ 𝛽. Тогда для любых неотрицательных 𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛 верно:

𝑇𝛼(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛) ⩾ 𝑇𝛽(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛).

Дружеский совет. Если у вас неоднородное неравенство, то сделайте его однородным.

1. Для неотрицательных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 докажите неравенство

(𝑥 + 𝑦)(𝑦 + 𝑧)(𝑧 + 𝑥) + 𝑥𝑦𝑧 ⩽ 3(𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3).

2. Для неотрицательных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧, таких что 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1, докажите неравенство

1 + 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 + 6𝑥𝑦𝑧 ⩾ 4(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥).

3. Для неотрицательных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧, таких что 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 3, докажите неравенство

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ⩾ 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥.

4. Для положительных 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 докажите неравенство

√
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2

4 ⩾ 3

√
𝑎𝑏𝑐 + 𝑏𝑐𝑑 + 𝑐𝑑𝑎 + 𝑑𝑎𝑏

4 .



5. Для неотрицательных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 верно 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐. Докажите, что

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 1 ⩾ 4𝑎𝑏𝑐.

6. Пусть сумма положительных чисел 𝑡1,… , 𝑡𝑛 равна 𝑇. Докажите, что

𝑡1
𝑇 − 𝑡1

+…+
𝑡𝑛

𝑇 − 𝑡𝑛
⩾ 𝑛
𝑛 − 1 .

7. Для положительных чисел 𝑎, 𝑏 и 𝑐, удовлетворяющих условию 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1, докажите
неравенство

1 + 𝑎
1 − 𝑎 + 1 + 𝑏

1 − 𝑏 +
1 + 𝑐
1 − 𝑐 ⩽ 2 (𝑎𝑏 +

𝑏
𝑐 +

𝑐
𝑎) .

8. Сумма положительных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 равна 1. Докажите, что

1
𝑎 + 𝑏𝑐 +

1
𝑏 + 𝑐𝑎 + 1

𝑐 + 𝑎𝑏 ⩾ 7
1 + 𝑎𝑏𝑐 .
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ЗАПИШИТЕ РЕШЕНИЯ ЗАРАНЕЕ!ЗАПИШИТЕ РЕШЕНИЯ ЗАРАНЕЕ! ЗАПИШИТЕ РЕ-
ШЕНИЯЗАРАНЕЕ!ЗАПИШИТЕРЕШЕНИЯЗАРАНЕЕ!ЗАПИШИТЕРЕШЕНИЯЗАРАНЕЕ!
ЗАПИШИТЕ РЕШЕНИЯ ЗАРАНЕЕ! ЗАПИШИТЕ РЕШЕНИЯ ЗАРАНЕЕ!ЗАПИШИТЕ РЕ-
ШЕНИЯЗАРАНЕЕ!ЗАПИШИТЕРЕШЕНИЯЗАРАНЕЕ!ЗАПИШИТЕРЕШЕНИЯЗАРАНЕЕ!
ЗАПИШИТЕ РЕШЕНИЯ ЗАРАНЕЕ!ЗАПИШИТЕ РЕШЕНИЯ ЗАРАНЕЕ! ЗАПИШИТЕ РЕ-
ШЕНИЯЗАРАНЕЕ!ЗАПИШИТЕРЕШЕНИЯЗАРАНЕЕ!ЗАПИШИТЕРЕШЕНИЯЗАРАНЕЕ!
ЗАПИШИТЕ РЕШЕНИЯ ЗАРАНЕЕ! ЗАПИШИТЕ РЕШЕНИЯ ЗАРАНЕЕ!ЗАПИШИТЕ РЕ-
ШЕНИЯЗАРАНЕЕ!ЗАПИШИТЕРЕШЕНИЯЗАРАНЕЕ!ЗАПИШИТЕРЕШЕНИЯЗАРАНЕЕ!
ЗАПИШИТЕ РЕШЕНИЯ ЗАРАНЕЕ!ЗАПИШИТЕ РЕШЕНИЯ ЗАРАНЕЕ! ЗАПИШИТЕ РЕ-
ШЕНИЯЗАРАНЕЕ!ЗАПИШИТЕРЕШЕНИЯЗАРАНЕЕ!ЗАПИШИТЕРЕШЕНИЯЗАРАНЕЕ!



[ЦПМ, кружок по математике] Ю.Г. Арутюнов

[2024-2025] группа Печень 13 ноября

Однородные симметрические неравенства: Шур.

НеравенствоШура. Для положительных 𝑥, 𝑦, 𝑧 и натурального 𝑛 верно

∑
sym

𝑥𝑛+2 +∑
sym

𝑥𝑛𝑦𝑧 ⩾ 2∑
sym

𝑥𝑛+1𝑦.

В частности при 𝑛 = 3

𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 + 3𝑥𝑦𝑧 ⩾ 𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 + 𝑦2𝑧 + 𝑦𝑧2 + 𝑧2𝑥 + 𝑥𝑧2.

1. Для неотрицательных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧, таких что 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1, докажите неравенство

1 + 9𝑥𝑦𝑧 ⩾ 4(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥).

2. Для 𝑥, 𝑦, 𝑧 ⩾ 0, таких что 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1, докажите неравенство

𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 − 2𝑥𝑦𝑧 ⩽ 7
27 .

3. Для положительных чисел 𝑎, 𝑏 и 𝑐 докажите неравенство

𝑎
𝑏 +

𝑏
𝑐 +

𝑐
𝑎 ⩾ 𝑎 + 𝑏

𝑐 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐
𝑎 + 𝑏 +

𝑐 + 𝑎
𝑏 + 𝑐 .

4. Для положительных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 докажите неравенство

108 ⋅ (𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) ⩽ (√𝑎 + 𝑏 + √𝑏 + 𝑐 + √𝑐 + 𝑎) 4.

5. Сумма положительных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 равна 1. Докажите, что

(
𝑥 − 𝑦𝑧
𝑥 + 𝑦𝑧)

2
+ (

𝑦 − 𝑧𝑥
𝑦 + 𝑧𝑥)

2
+ (

𝑧 − 𝑥𝑦
𝑧 + 𝑥𝑦)

2
⩾ 3
4 .

6. Для положительных 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 докажите, что

𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4 + 𝑑4 + 2𝑎𝑏𝑐𝑑 ⩾ 𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑑2 + 𝑑2𝑎2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑏2𝑑2.



[ЦПМ, кружок по математике] Ю.Г. Арутюнов

[2024-2025] группа Печень 15 ноября

𝑝𝑞𝑟-метод (на минималках)

Для данных 𝑎, 𝑏, 𝑐 введём обозначения: 𝑝 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐, 𝑞 = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎, 𝑟 = 𝑎𝑏𝑐.

Рассмотрим теперь всевозможные неотрицательные тройки 𝑎, 𝑏, 𝑐, для которых значения 𝑝 и 𝑞
фиксированы.

Теорема.

• Максимальное возможное значение 𝑟 достигается при 𝑎 = 𝑏;

• Минимальное возможное значение 𝑟 достигается при 𝑎 = 𝑏 или 𝑐 = 0.

Пример. Для неотрицательных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 верно 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐. Докажите, что

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 1 ⩾ 4𝑎𝑏𝑐.

Набросок решения: Зафиксируем 𝑝, из условия автоматически зафиксируется значение 𝑞. Пере-
пишем неравенство через 𝑝, 𝑞, 𝑟: 𝑝+1 ⩾ 4𝑟. Заметим, что 𝑝+1−4𝑟—это линейная функция от 𝑟
с отрицательным коэффициентом при 𝑟, а значит она принимает минимальное значение когда
𝑟—максимально. Тогда нам достаточно доказать неравенство в случае, когда 𝑎 = 𝑏, что мы без
особого труда сделаем.

1. Известно, что 𝑎, 𝑏, 𝑐 ⩾ 0 и 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1. Докажите, что 1 + 9𝑎𝑏𝑐 ⩾ 4(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎).

2. Известно, что 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 и 1
𝑎
+ 1

𝑏
+ 1

𝑐
= 1. Докажите, что (𝑎 − 1)(𝑏 − 1)(𝑐 − 1) ⩾ 8.

3. Известно, что 𝑎, 𝑏, 𝑐 ⩾ 0. Докажите, что

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 +

8𝑎𝑏𝑐
(𝑎 + 𝑏)(𝑏 + 𝑐)(𝑐 + 𝑎)

⩾ 2.

4. Неотрицательные числа 𝑎, 𝑏 и 𝑐 таковы, что никакие два из них не равны 0 одновременно.
Докажите неравенство

(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) ( 1
(𝑎 + 𝑏)2

+ 1
(𝑏 + 𝑐)2

+ 1
(𝑐 + 𝑎)2 )

⩾ 9
4 .

5. Для неотрицательных 𝑎, 𝑏, 𝑐 докажите неравенство

𝑎5 + 𝑏5 + 𝑐5 + 𝑎𝑏𝑐(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) ⩾ 𝑎2𝑏2(𝑎 + 𝑏) + 𝑏2𝑐2(𝑏 + 𝑐) + 𝑐2𝑎2(𝑐 + 𝑎).

6. Числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 ⩾ 1 и 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 9. Докажите, что

√𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 ⩽ √𝑎 + √𝑏 + √𝑐.

7. Сумма положительных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 равна 3. Докажите неравенство

1
𝑎2 +

1
𝑏2 +

1
𝑐2 +

1
𝑑2 ⩽

1
𝑎2𝑏2𝑐2𝑑2 .



2. Геометрия



[ЦПМ, кружок по математике] А. М. Филатов

[2024-2025] группа Селезенка 6 ноября 2024 г.

Двойные отношения и гармонические четверки

Определение. Двойным отношением упорядоченной четверки точек 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 на одной пря-
мой называется величина

(𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷) = 𝐴𝐶
𝐵𝐶

∶ 𝐴𝐷
𝐵𝐷

.

1. Пусть (𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷) = 𝑥. Найдите (𝐵, 𝐴; 𝐶, 𝐷), (𝐶, 𝐷; 𝐴, 𝐵), (𝐶, 𝐷; 𝐵, 𝐴).

Определение.Двойнымотношением упорядоченнойчетверкипрямых𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑,пересекающих-
ся в одной точке, называется величина

(𝑎, 𝑏; 𝑐, 𝑑) = 𝑠𝑖𝑛∠( ⃗𝑎, ⃗𝑐)
𝑠𝑖𝑛∠( ⃗𝑏, ⃗𝑐)

∶ 𝑠𝑖𝑛∠( ⃗𝑎, ⃗𝑑)
𝑠𝑖𝑛∠( ⃗𝑏, ⃗𝑑)

,

где ⃗𝑎, ⃗𝑏, ⃗𝑐, ⃗𝑑 – это произвольные векторы, направленные вдоль прямых 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 соответственно,
∠( ⃗𝑎, ⃗𝑏) – ориентированный угол с точностью до 2𝜋.

Определение. Четыре прямые 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 пересекаются в точке𝑂 и пересекают прямые 𝑥 и 𝑦 в точ-
ках𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷и𝐴1, 𝐵1, 𝐶1, 𝐷1 соответственно. Преобразование (чего?), переводящее четверку точек
𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 в четверку точек 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1, 𝐷1 называется центральным проектированием, а точка 𝑂 –
центром проектирования.

2. Четыре различные прямые 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 пересекаются в точке 𝑂 и пересекают прямые 𝑥 и 𝑦 в
точках 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 и 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1, 𝐷1 соответственно.

(a) Докажите равенство (𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷) = (𝑎, 𝑏; 𝑐, 𝑑) (Посчитайте площади двумя способами),
если среди точек 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 нет бесконечно удаленных точек (𝑥 не параллельна ни одной
прямой из 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑)

(b) Докажите равенство (𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷) = (𝑎, 𝑏; 𝑐, 𝑑), для случая, если одна из точек прямой 𝑥 –
бесконечно удаленная. (𝑥 параллельна одной из прямых 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑)

(c) Докажите, что центральное проектирование сохраняет двойные отношения четверки
точек, т.е. (𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷) = (𝐴1, 𝐵1; 𝐶1, 𝐷1).

Определение. Четверка точек такая, что (𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷) = −1, называется гармонической.

3. Докажите, что следующие четверки точек (либо прямых) гармонические:

(а) 𝐴, 𝐵,𝑀,∞, где точка𝑀 – середина отрезка 𝐴𝐵;

(б) 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, где прямые 𝑐 и 𝑑 – внутренняя и внешняя биссектрисы угла между прямыми
𝑎 и 𝑏;

(в) 𝐵, 𝐶, 𝐴1, 𝐴2, где𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1—пересекающиеся в одной точке чевианыв треугольнике
𝐴𝐵𝐶, а 𝐴2 — точка пересечения 𝐵𝐶 и 𝐵1𝐶1;

(г) Центры двух окружностей и их центры отрицательной и положительной гомотетии
составляют гармоническую четверку точек.



(д) Если через точку провести прямую, пересекающую окружность в двух точках, и взять
ещё точку пересечения этой прямой с полярой исходной точки, то 4 такие точки образуют
гармоническую четвёрку.

4. Прямые 𝑎 и 𝑏 пересекаются в точке 𝑃. На прямой 𝑎 взяты точки 𝐴, 𝐵, 𝐶, на прямой 𝑏 – точ-
ки 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 соответственно. Докажите, что (𝑃, 𝐴; 𝐵, 𝐶) = (𝑃, 𝐴1; 𝐵1𝐶1) тогда и только тогда,
когда прямые 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 пересекаются в одной точке или параллельны.

5. В четырехугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷 с перпендикулярными диагоналями точка 𝑂 – точка пересе-
чения диагоналей, 𝑃 и 𝑄 – точки пересечения лучей 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶, 𝐵𝐴 и 𝐶𝐷 соответственно.
Докажите, что ∠𝑃𝑂𝐵 = ∠𝑄𝑂𝐵.

6. Диагонали четырехугольника (не обязательно вписанного) 𝐴𝐵𝐶𝐷 пересекаются в точке 𝑅,
а продолжение боковых сторон в точках 𝑃 и 𝑄.

(а) Пусть 𝑇 – основание перпендикуляра, опущенного из 𝑅 на 𝑃𝑄. Докажите, что ∠𝐴𝑇𝑅 =
∠𝐶𝑇𝑅 и ∠𝐵𝑇𝑅 = ∠𝐷𝑇𝑅.

(б) Через точку𝑅проведенапрямая 𝑙, котораяпараллельна𝑃𝑄. Докажите, что отрезок этой
прямой, заключенный внутри четырехугольника, делится точкой 𝑅 пополам.

7. Дан угол с вершиной𝑂 и внутри него точка𝐴. Рассмотрим такие точки𝑀,𝑁 на разных сто-
ронах данного угла, что углы𝑀𝐴𝑂 и 𝑂𝐴𝑁 равны. Докажите, что все прямые𝑀𝑁 проходят
через одну точку (или параллельны).

8. Внутренняя и внешняя биссектрисы угла 𝐴 неравнобедренного треугольника 𝐴𝐵𝐶 пересе-
кают прямую 𝐵𝐶 в точках 𝐾 и 𝐿 соответственно. Точка𝑀— середина стороны 𝐴𝐵. Прямая
𝐾𝑀 пересекает прямую 𝐴𝐶 в точке 𝑁. Докажите, что 𝑁𝐿 = 𝑁𝐴.

9. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведена биссектриса 𝐴𝐿. Пусть 𝐼 и 𝐽— центры вписанных окруж-
ностей треугольников 𝐴𝐿𝐶 и 𝐴𝐿𝐵. Прямая 𝐼𝐽 пересекает прямые 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 в точках 𝐶′ и 𝐵′

соответственно. Докажите, что прямые 𝐴𝐿, 𝐵𝐵′ и 𝐶𝐶′ пересекаются в одной точке.

10. Пусть 𝐻𝐵 — основание высоты треугольника 𝐴𝐵𝐶, проведённой из вершины 𝐵; 𝐿𝐵 основа-
ние соответствующей биссектрисы; 𝐾𝐵 — точка касания вписанной окружности со сторо-
ной𝐴𝐶; 𝑇𝐵—точка касаниявневписаннойокружности со стороной𝐴𝐶. Точки𝐻𝐴, 𝐿𝐴, 𝐾𝐴, 𝑇𝐴
определяются аналогично. Докажите, что 𝐻𝐵𝐻𝐴, 𝐿𝐵𝐿𝐴, 𝐾𝐵𝐾𝐴, 𝑇𝐵𝑇𝐴 пересекаются в одной
точке.



[ЦПМ, кружок по математике] А. М. Филатов

[2024-2025] группа Печень 6 ноября 2024 г.

Двойные отношения и гармонические четверки, добавка

1. Дан остроугольный треугольник𝐴𝐵𝐶, пусть𝐻 - его ортоцентр. Окружность проходит через
точки 𝐵, 𝐶 и пересекает окружность с диаметром 𝐴𝐻 в двух различных точках 𝑋, 𝑌. Точка 𝐷
- основание высоты из вершины 𝐴 на сторону 𝐵𝐶, а точка 𝐾 - основание высоты из точки 𝐷
на прямую 𝑋𝑌. Докажите, что ∠𝐵𝐾𝐷 = ∠𝐶𝐾𝐷.

2. Дан выпуклый четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷. Точки 𝑄,𝐴, 𝐵, 𝑃 лежат на одной прямой именно в
таком порядке. Прямая 𝐴𝐶 касается окружности (𝐴𝐷𝑄), а прямая 𝐵𝐷 касается окружности
(𝐵𝐶𝑃). Точки 𝑀 и 𝑁 - середины 𝐵𝐶 и 𝐴𝐷 соответственно. Докажите, что следующие 3 пря-
мые пересекаются в одной точке: прямая 𝐶𝐷, касательная к окружности (𝐴𝑁𝑄) в точке 𝐴,
касательная к окружности (𝐵𝑀𝑃) в точке 𝐵.

3. Остроугольный треугольник 𝐴𝐵𝐶(𝐴𝐵 > 𝐴𝐶) вписан в окружность 𝛺; точки𝑀 и 𝑁— сере-
дины меньшей и большей дуг 𝐵𝐶 окружности 𝛺 соответственно. Из точки 𝑁 опущен пер-
пендикуляр 𝑁𝐾 на сторону 𝐴𝐵. Докажите, что точки 𝐴,𝐶, 𝐾 и середина отрезка 𝐴𝑀 лежат
на одной окружности.



[ЦПМ, кружок по математике] А. Филатов, A. Сайгак, И. Журин

[2024-2025] группа Селезенка 8 ноября 2024 г.

Двойные отношения на окружности

Определение.Двойным отношением (𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷) четвёрки различных точек𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, лежащих
на одной окружности, называют величину (𝑃𝐴, 𝑃𝐵; 𝑃𝐶, 𝑃𝐷), где 𝑃—произвольная точка той же
окружности. Заметим, что эта величина не зависит от выбора точки 𝑃.

При этом точка 𝑃 может совпадать с одной из точек 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, и тогда соответствующая секущая
вырождается в касательную к окружности.

1. (а) Из точки 𝑃, лежащей вне окружности, проведены касательные 𝑃𝑀 и 𝑃𝑁 (где 𝑀 и 𝑁 –
точки касания), а также секущая, пересекающая окружность в точках 𝐴 и 𝐵. Прямые𝑀𝑁 и
𝐴𝐵 пересекаются в 𝑄. Докажите, что (𝑃, 𝑄; 𝐴, 𝐵) = −1.

(б) Докажите, что если двойное отношение четверки точек на окружности равно -1, то они
образуют гармонический четырехугольник.

2. В угол 𝐵𝐴𝐶 вписана окружность 𝜔, касающаяся сторон угла в точках 𝐵, 𝐶. Хорда 𝐶𝐷 окруж-
ности 𝜔 параллельна прямой 𝐴𝐵. Прямая 𝐴𝐷 второй пересекает окружность 𝜔 в точке 𝐸.
Докажите, что прямая 𝐶𝐸 делит отрезок 𝐴𝐵 пополам.

3. (а) Дана точка 𝑃 вне окружности, а на окружности отмечены различные точки 𝐴, 𝐵, 𝐶,
𝐷. Прямые 𝐴𝑃, 𝐵𝑃, 𝐶𝑃, 𝐷𝑃 второй раз пересекают окружность в точках 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′, 𝐷′ соответ-
ственно. Тогда (𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷) = (𝐴′, 𝐵′; 𝐶′, 𝐷′).

(б) Докажите, что инверсия сохраняет двойные отношения на обобщенной прямой.

4. Четыре окружности𝜔𝐴, 𝜔𝐵, 𝜔𝐶 и𝜔𝐷 касаются окружности𝜔 в точках𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 соответствен-
но и касаются друг друга по циклу. Все касания внешние. Докажите, что 𝐴𝐵𝐶𝐷— гармо-
нический четырёхугольник.

5. (Теорема о бабочке) Хорды 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷 окружности 𝜔 проходят через середину хорды 𝑀𝑁.
Отрезки 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶 пересекают отрезок𝑀𝑁 в точках 𝑋 и 𝑌. Докажите, что 𝑋𝑀 = 𝑌𝑁.

6. Четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 вписан в окружность 𝜔 с центром 𝑂. Биссектриса угла 𝐴𝐵𝐷 пере-
секает отрезок 𝐴𝐷 в точке 𝐾 и окружность 𝜔 второй раз в точке 𝑀. Биссектриса угла 𝐶𝐵𝐷
пересекает отрезок𝐶𝐷 в точке 𝐿и окружность𝜔 второй раз в точке𝑁. Известно, что прямые
𝐾𝐿и𝑀𝑁 параллельны. Докажите, что описанная окружность треугольника𝑀𝑂𝑁 проходит
через середину отрезка 𝐵𝐷.

7. Остроугольный равнобедренный треугольник 𝐴𝐵𝐶 вписан в окружность 𝛺; отрезки 𝐴𝑀 и
𝐴𝐻 – его медиана и высота соответственно. Прямая 𝐴𝐻 вторично пересекает окружность
𝛺 в точке 𝑁. Окружность (𝑀𝐻𝑁) пересекает окружность 𝛺 в точках 𝑁 и 𝑆. Докажите, что
прямая 𝐴𝑆 направлена вдоль симедианы треугольника 𝐴𝐵𝐶.



[ЦПМ, кружок по математике] А. Филатов, A. Сайгак, И. Журин

[2024-2025] группа Селезенка 9 ноября 2024 г.

Двойные отношения на окружности, добавка

1. Дан треугольник 𝐴𝐵𝐶 и точка 𝑀; прямая, проходящая через 𝑀, пересекает 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 в
𝐶1, 𝐴1, 𝐵1 соответственно.Прямые𝐴𝑀, 𝐵𝑀,𝐶𝑀пересекаютописаннуюокружность треуголь-
ника 𝐴𝐵𝐶 в точках 𝐴2, 𝐵2, 𝐶2 соответственно. Докажите, что 𝐴1𝐴2, 𝐵1𝐵2, 𝐶1𝐶2 пересекаются в
одной точке, лежащей на описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶.

2. Настороне𝐵𝐶неравнобедренного треугольника𝐴𝐵𝐶 выбираются всевозможныепарысим-
метричных относительно середины отрезка 𝐵𝐶 точек 𝑋, 𝑌. Прямые 𝐴𝑋,𝐴𝑌 вторично пере-
секают окружность (𝐴𝐵𝐶) в точках 𝑃,𝑄. Докажите, что все прямые 𝑃𝑄 проходят через фик-
сированную точку.

3. На окружности 𝜔 взяты точки 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷 в указанном порядке. Пусть 𝑂 — точка пересе-
чения отрезков 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷, а 𝜔1 и 𝜔2 — окружности, описанные около треугольников 𝐴𝑂𝐵 и
𝐶𝑂𝐷 соответственно. Прямая 𝑙 проходит через точку 𝑂 пересекает окружность 𝜔 в точках
𝑀 и 𝑁, окружность 𝜔1 — в точке 𝑃 и окружность 𝜔2 — в точке 𝑄. Докажите, что 𝑃𝑀 = 𝑁𝑄.

4. Точки 𝐼 – инцентр остроугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶, вписанного в окружность c центром
𝑂. На нее меньших дугах 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 отмечены точки 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ так, что 𝐴′𝐼, 𝐵′𝐼, 𝐶′𝐼 – биссек-
трисы углов 𝐶𝐴′𝐵, 𝐴𝐵′𝐶, 𝐵𝐶′𝐴 соответственно. Докажите, что 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶′ пересекаются в
одной точке, лежащей на прямой 𝑂𝐼.

5. Дан остроугольный треугольник 𝐴𝐵𝐶, в котором 𝐴𝐵 < 𝐴𝐶. Обозначим его описанную
окружность через 𝛺, а середину дуги 𝐶𝐴𝐵 через 𝑆. Перпендикуляр из 𝐴 на 𝐵𝐶 пересека-
ет 𝐵𝑆 и 𝛺 в точках 𝐷 и 𝐸 ≠ 𝐴 соответственно. Прямая через 𝐷, которая параллельна 𝐵𝐶,
пересекает прямую 𝐵𝐸 в точке 𝐿. Обозначим описанную окружность треугольника 𝐵𝐷𝐿 че-
рез𝜔. Пусть𝜔 пересекает𝛺 второй раз в точке 𝑃 ≠ 𝐵. Докажите, что касательная к𝜔 в точке
𝑃 и прямая 𝐵𝑆 пересекаются на внутренней биссектрисе угла 𝐵𝐴𝐶.



[ЦПМ, кружок по математике] А. Филатов, A. Сайгак, И. Журин

[2024-2025] группа Селезенка 10 ноября 2024 г.

Проективные преобразования и ко

Проективнымпреобразованиемпроективнойплоскости𝛱назовемпреобразование, котороемож-
но представить в виде композиции центральных проекций 𝑓1, 𝑓2,… , 𝑓𝑛 в пространстве.
Проективные преобразования проективной плоскости можно определить как преобразования,
переводящие прямые в прямые.

Проективное преобразование однозначно задаётся образами четырёх точек.

1. Докажите, что с помощью одной линейки невозможно разделить данный отрезок попо-
лам. А с помощью двух?

2. Пусть 𝑂 - точка пересечения диагоналей четырёхугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷, а 𝐸 и 𝐹 - точки пересе-
чения пар сторон 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷, 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶 соответственно. Прямая 𝐸𝑂 пересекает стороны 𝐴𝐷 и
𝐵𝐶 в точках 𝐾 и 𝐿, а прямая 𝐹𝑂 пересекает стороны 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 в точках𝑀 и 𝑁. Докажите, что
точка 𝑋 пересечения прямых 𝐾𝑁 и 𝐿𝑀 лежит на прямой 𝐸𝐹.

3. (Вспоминаем поляры) Пусть 𝑃 - точка внутри окружности, а вписанный четырёхугольник
𝐴𝐵𝐶𝐷 таков, что 𝑃 - его точка пересечения диагоналей. Прямые 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 пересекаются в
точке 𝑄. Докажите, что все возможные точки 𝑄 лежат на одной прямой (поляре точки 𝑃)

4. (Теорема Паппа) Точки 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 лежат на одной прямой; точки 𝐴2, 𝐵2, 𝐶2 лежат на другой
прямой. Докажите, что точки пересечения пар прямых𝐴1𝐵2 и𝐴2𝐵1, 𝐵1𝐶2 и 𝐵2𝐶1, 𝐶1𝐴2 и𝐶2𝐴1
лежат на одной прямой.

5. (ТеоремаДезарга)Докажите, что прямые𝐴1𝐴2, 𝐵1𝐵2, 𝐶1𝐶2 пересекаются в одной точке тогда
и только тогда, когда точки пересечения прямых𝐴1𝐵1 и𝐴2𝐵2, 𝐵1𝐶1 и 𝐵2𝐶2,𝐶1𝐴1 и𝐶2𝐴2 лежат
на одной прямой (считайте, что треугольники 𝐴1𝐵1𝐶1 и 𝐴2𝐵2𝐶2 невырожденные).

6. (Теорема Паскаля) Дан выпуклый вписанный шестиугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹. Докажите, что пе-
ресечения пар противоположных сторон этого шестиугольника лежат на одной прямой.

7. (а) На листе бумаги нарисованы точка 𝐴 и две прямые, пересекающиеся в точке 𝐵 вне
листа. При помощи одной линейки нарисуйте на листе прямую 𝐴𝐵. (б) На листе бума-
ги отмечены точки 𝐴 и 𝐵, а вот от линейки отрезали концы так, что её длина короче 𝐴𝐵.
Справьтесь провести прямую 𝐴𝐵 не смотря на все преграды.

8. Докажите, что любой выпуклый пятиугольник проективно эквивалентен пятиугольнику,
образованному точками пересечения его диагоналей.

9. Медиана 𝐵𝑀𝑏 пересекает 𝛾 в точках 𝑃 и 𝑄. Точки 𝑃′ и 𝑄′ на 𝛾 выбраны таким образом, что
𝑃𝑃′ ∥ 𝑄𝑄′ ∥ 𝐴𝐶. Прямые 𝐵𝑃′ и 𝐵𝑄′ пересекают 𝐴𝐶 в точках 𝑋 и 𝑌. Докажите, что отрезки
𝐴𝑋 и 𝐶𝑌 равны.



[ЦПМ, кружок по математике] А. Филатов, A. Сайгак, И. Журин

[2024-2025] группа Селезенка 13 ноября 2024 г.

Линейное движение точек и прямых

Определение.Объект движется линейно, если существует такой вектор ⃗𝑣, что за время 𝑡 объект
параллельно переносится на вектор 𝑡 ⋅ ⃗𝑣.

1. Докажите или опровергните:

(а) Середина отрезка, соединяющего две линейно движущиеся точки, движется линей-
но. (б) Прямая постоянного направления, проведённая через линейно движущуюся точ-
ку, движется линейно. (в) Прямая, проведённая через две линейно движущиеся точки,
движется линейно. (г) Точкапересечениялинейно движущихсяпрямыхдвижется линей-
но.

2. Вписанная в треугольник 𝐴𝐵𝐶 окружность касается его сторон 𝐴𝐵,𝐴𝐶 в точках 𝐶1, 𝐵1 соот-
ветственно. На отрезках 𝐵𝐶1, 𝐴𝐵1 отмечены точки 𝑃 и 𝑄 соответственно так, что 𝑃𝐶1 = 𝑄𝐵1.
Докажите, что середина отрезка 𝑃𝑄 лежит на прямой 𝐵1𝐶1.

3. На сторонах𝐴𝐵и𝐴𝐷 ромба𝐴𝐵𝐶𝐷 отмечены точки 𝑃и𝑄 соответственно так, что отрезки𝐵𝑃
и𝐴𝑄 равны. Докажите, что точка пересечения медиан треугольника𝐶𝑃𝑄 лежит на прямой
𝐴𝐶.

4. Прямая, перпендикулярная стороне 𝐵𝐶 треугольника𝐴𝐵𝐶, пересекает его высоты 𝐵𝐻 и𝐶𝐻
в точках 𝑃 и𝑄 соответственно, а сторону 𝐵𝐶 - в точке𝑀. Докажите, что ортоцентр треуголь-
ника 𝐻𝑃𝑄 лежит на прямой 𝐴𝑀.

5. На стороне 𝐴𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 с центром описанной окружности 𝑂 выбрана точка𝑀, а
на сторонах 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 - точки 𝐾 и 𝑁 так, что точка 𝐾 равноудалена от точек 𝐴 и𝑀, а точка 𝑁
равноудалена от точек 𝑀 и 𝐶. (а) Докажите, что четырёхугольник 𝑁𝐵𝐾𝑂 вписанный (б)
Пусть 𝐻— ортоцентр треугольника𝑀𝑁𝐾. Докажите, что 𝐻𝑂 ∥ 𝐴𝐶.

6. Теорема. Если три линейно движущиеся точки лежат на одной прямой в три различных
момента времени, то они всегда лежат на одной прямой.

7. Пусть𝐻 - ортоцентр треугольника 𝐴𝐵𝐶. Пусть точка 𝑃 движется по описанной окружности
треугольника𝐴𝐵𝐻, а𝐴1 и 𝐵1 - пересечения прямых𝐴𝑃 и 𝐵𝑃 со сторонами 𝐵𝐶 и𝐴𝐶 треуголь-
ника 𝐴𝐵𝐶. Найдите ГМТ середин отрезков 𝐴1𝐵1.

8. Боковые стороны 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 трапеции 𝐴𝐵𝐶𝐷 пересекаются в точке 𝐸. Общие внешние каса-
тельные к окружностям (𝐴𝐵𝐶) и (𝐶𝐷𝐴) пересекаются в точке 𝑃, а общие внешние касатель-
ные к окружностям (𝐵𝐶𝐷) и (𝐷𝐴𝐵) пересекаются в точке 𝑄. Докажите, что точки 𝑃, 𝑄 и 𝐸
лежат на одной прямой.

9. На сторонах 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 отмечены точки 𝑋 и 𝑌 соответственно. Прямая 𝑋𝑌
пересекает окружность (𝐴𝐵𝐶) в точках 𝑃 и 𝑄. Докажите, что середины отрезков 𝐵𝑌, 𝐶𝑋, 𝑋𝑌
и 𝑃𝑄 лежат на одной окружности.



[ЦПМ, кружок по математике] А. Филатов, A. Сайгак, И. Журин

[2024-2025] группа Селезенка 14 ноября 2024 г.

Линейное движение, добавка

1. В треугольнике точки𝑀, 𝑁 изогонально сопряжены. На прямых 𝐵𝑀, 𝐶𝑀, 𝐵𝑁, 𝐶𝑁 выбраны
точки 𝑃,𝑄,𝑅, 𝑆 соответственно так, что 𝑃𝑄 ∥ 𝑄𝑆 ∥ 𝑀𝑁. Докажите, что точки𝐴, 𝑃, 𝑄,𝑀 лежат
на одной окружности тогда и только тогда, когда точки 𝐴, 𝑅, 𝑆, 𝑁 лежат на одной окружно-
сти.

2. Дан вписанный четырехугольник𝐴𝐵𝐶𝐷 и произвольная точка𝑋. Пусть𝑋𝐴𝐵,𝑋𝐵𝐶,𝑋𝐶𝐷,𝑋𝐷𝐴,
𝑋𝐴𝐶,𝑋𝐵𝐷 - проекции точки𝑋на прямые𝐴𝐵,𝐵𝐶,𝐶𝐷,𝐷𝐴,𝐴𝐶и𝐵𝐷 соответственно. Докажите,
что середины отрезков 𝑋𝐴𝐵𝑋𝐶𝐷, 𝑋𝐵𝐶𝑋𝐷𝐴 и 𝑋𝐴𝐶𝑋𝐵𝐷 лежат на одной прямой.

3. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 на радиусах вписанной окружности, проведённых из её центра 𝐼 к
сторонам 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 и 𝐴𝐶 отметили точки 𝐶1, 𝐴1 и 𝐵1 соответственно так, что отрезки 𝐼𝐶1, 𝐼𝐵1
и 𝐼𝐴1 попарно равны. Докажите, что прямые 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1 и 𝐶𝐶1 пересекаются в одной точке.

4. На сторонах 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 выбраны точки 𝑃 и𝑄 соответственно так, что 𝑃𝑄 ∥
𝐵𝐶. Отрезки 𝐵𝑄 и 𝐶𝑃 пересекаются в точке 𝐾. Точка 𝐴′ симметрична точке 𝐴 относительно
прямой 𝐵𝐶. Отрезок𝐴′𝐾 пересекает окружность (𝐴𝑃𝑄) в точке 𝑆. Докажите, что окружность
(𝐵𝑆𝐶) касается окружности (𝐴𝑃𝑄).



[ЦПМ, кружок по математике] А. Филатов, A. Сайгак, И. Журин

[2024-2025] группа Селезенка 15 ноября 2024 г.

Проективное движение

1. На продолжении стороны 𝐶𝐷 за точку𝐷 прямоугольника𝐴𝐵𝐶𝐷 отмечена точка 𝑃; точки𝑀
и 𝑁— середины сторон 𝐴𝐷, 𝐵𝐶 соответственно. Прямые 𝑃𝑀 и 𝐴𝐶 пересекаются в точке 𝑄.
Докажите, что прямая 𝑁𝑀— биссектриса угла 𝑃𝑁𝑄.

2. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведена высота 𝐴𝐷. На его сторонах 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 вовне
построеныподобныепрямоугольные треугольники𝐴𝐵𝑈и𝐴𝐶𝑉 (∠𝐴𝐵𝑈 = ∠𝐴𝐶𝑉 = 90∘, ∠𝐵𝐴𝑈 =
∠𝐶𝐴𝑉). Докажите, что прямые 𝐵𝑉 и 𝐶𝑈 пересекаются на прямой 𝐴𝐷.

3. В остроугольном треугольнике𝐴𝐵𝐶 на высоте 𝐵𝐻 выбрана произвольная точка 𝑃. Точки𝐴1
и 𝐶1—середины сторон 𝐵𝐶 и𝐴𝐵 соответственно. Перпендикуляр, опущенный из𝐴1 на 𝐶𝑃,
пересекается с перпендикуляром, опущенным из 𝐶1 на 𝐴𝑃, в точке 𝐾. Докажите, что точка
𝐾 равноудалена от точек 𝐴 и 𝐶.

Если в конструкции очередного изучаемого отображения много окружностей, то инверсия по-
может вам убедиться в сохранении двойных отношений.

4. Остроугольный равнобедренный треугольник 𝐴𝐵𝐶(𝐴𝐵 = 𝐴𝐶) вписан в окружность 𝛺. На
меньшей дуге 𝐵𝐶 отмечена произвольная точка 𝑋. Касательная к 𝛺 в точке 𝑋 пересекает
касательные к𝛺 из точек 𝐵 и𝐶 в точках 𝑃 и𝑄 соответственно. Докажите, что длина отрезка,
высекаемого прямыми 𝐴𝑃 и 𝐴𝑄 на прямой 𝐵𝐶, не зависит от выбора точки 𝑋.

5. В остроугольном неравнобедренном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 отмечена середина𝑀 стороны 𝐵𝐶
и основание 𝐻 высоты 𝐴𝐻. Внутри треугольника нашлись такие точки 𝑃 и 𝑄, то ∠𝐵𝐴𝑃 =
∠𝐶𝐴𝑄 и ∠𝐵𝑃𝐴 = ∠𝐶𝑄𝐴 = 90∘. Докажите, что точки𝑀,𝐻, 𝑃, 𝑄 лежат на одной окружности.

6. 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1 и 𝐶𝐶1 пересекаются в одной точке. Окружность 𝜔𝐴 касается стороны 𝐵𝐶 в точке
𝐴1 и ”меньшей” дуги 𝐵𝐶 описанной окружности треугольника𝐴𝐵𝐶 в точке𝐴2. Аналогично
определены точки 𝐵2 и 𝐶2. Докажите, что прямые 𝐴𝐴2, 𝐵𝐵2 и 𝐶𝐶2.

7. Пусть 𝛾𝑎, 𝛾𝑏, 𝛾𝑐—вневписанные окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶, касающиеся сторон 𝐵𝐶, 𝐶𝐴
и 𝐴𝐵 соответственно. Обозначим через 𝑙𝑎 общую внешнюю касательную окружностей 𝛾𝑏
и 𝛾𝑐, отличную от 𝐵𝐶. Аналогично определим прямые 𝑙𝑏, 𝑙𝑐. Из точки 𝑃, лежащей на 𝑙𝑎,
проведемотличнуюот 𝑙𝑎 касательнуюк 𝛾𝑏 инайдем точку𝑋 ее пересечения с 𝑙𝑐. Аналогично
найдем точку 𝑌 пересечения касательной из 𝑃 к 𝛾𝑐 с 𝑙𝑏. Докажите, что прямая 𝑋𝑌 касается
𝛾𝑎.

8. 2025 прямых пересекаются в одной точке. В каждый из 4050-и углов вписано по окруж-
ности; окружности касаются друг друга по циклу. На сторонах углов отмечено по точке.
Известно, что для всех углов, кроме одного, отрезок, соединяющий отмеченные точки на
сторонах, касается вписанной в угол окружности. Докажите, что для оставшегося угла это
также верно.



3. Комбинаторика



[ЦПМ, кружок по математике] М. Д. Губина, А. Ю. Кушнир, В. И. Ретинский

[2024-2025] группа 10 5 ноября 2024 г.

Теория Рамсея

Упражнение. На олимпиаду пришли 6 человек. Докажите, что либо найдётся три человека,
которые попарно друг друга знают, либо три человека, которые попарно друг друга не знают.

Определение.Пусть 𝑛1, 𝑛2,… , 𝑛ℓ —натуральные числа. Числом Рамсея 𝑅(𝑛1, 𝑛2,… , 𝑛ℓ) называ-
ется такое наименьшее натуральное число, что всякая раскраска рёбер графа с 𝑅(𝑛1, 𝑛2,… , 𝑛ℓ)
вершинами в ℓ цветов для какого-то 𝑖 содержит полный подграф цвета 𝑖 размера 𝑛𝑖.

1. (а) Докажите, что 𝑅(3, 4) ⩽ 10.

(б) Докажите, что 𝑅(3, 4) ⩽ 9.

2. Докажите, что

(а) 𝑅(𝑚, 𝑛) ⩽ 𝑅(𝑚 − 1, 𝑛) + 𝑅(𝑚, 𝑛 − 1);

(б) 𝑅(𝑚, 𝑛) ⩽ (𝑛+𝑚−2
𝑛−1 ).

3. Пусть всякие два человека могут либо дружить, либо враждовать либо быть незнакомыми.
Докажите, что среди 17 человек всегда найдутся трое попарно дружащих, или трое попарно
враждующих, или трое попарно незнакомых.

Замечание. Таким образом, 𝑅(3, 3, 3) ⩽ 17. На самом деле 𝑅(3, 3, 3) = 17.

4. Для всех 𝑙 ⩾ 2 докажите неравенство

𝑅(𝑛1, 𝑛2,… , 𝑛ℓ) ⩽ (
𝑛1 + 𝑛2 +…+ 𝑛ℓ − ℓ

𝑛1 − 1, 𝑛2 − 1, … , 𝑛ℓ − 1
).

5. В некотором множестве выбрали бесконечное количество конечных подмножеств одина-
кового размера. Докажите, чтоможно выбрать 2022изних так, чтобылюбыедва различных
пересекались по одному и тому же количеству элементов.

6. ТеоремаШура.Натуральные числа раскрашены в 𝑘 цветов. Докажите, что найдётся одно-
цветное решение уравнения 𝑥 + 𝑦 = 𝑧.

7. (а) Даны𝑚+1ненулевых вычетовпопростомумодулю𝑝. Докажите, что отношение каких-
то двух — точная𝑚-я степень некоторого вычета.

(б) Докажите, что для любого натурального 𝑚 при достаточно больших простых 𝑝 суще-
ствует нетривиальное решение уравнения

𝑥𝑚 + 𝑦𝑚 ≡ 𝑧𝑚 mod 𝑝.

8. Все трёхэлементные подмножества множества {1, 2,… , 𝑛} раскрашены в два цвета. Дока-
жите, что при всех достаточно больших 𝑛 найдётся такое подмножество {𝑥1,… , 𝑥100} ⊂
{1, 2,… , 𝑛}, в котором все тройки {𝑥𝑖, 𝑥𝑗, 𝑥𝑘} одноцветные.

9. Теорема Эрдеша–Секереша. Докажите, что при всех достаточно больших 𝑛 среди любых
𝑛 точек плоскости в общем положении можно выделить вершины некоторого выпуклого
100-угольника.



[ЦПМ, кружок по математике] М. Д. Губина, А. Ю. Кушнир, В. И. Ретинский

[2024-2025] группа 10 6 ноября 2024 г.

Теория Рамсея. Добавка

1. В классе учится 2𝑛школьников, по 𝑛 девочек и мальчиков. На досуге каждая пара из маль-
чика и девочки любит обсуждать либо футбол, либо волейбол. Докажите, что при доста-
точно большом 𝑛 найдутся 10 мальчиков и 10 девочек, среди которых все пары на досуге
обсуждают один и тот же вид спорта.

Определение. Пусть 𝐻1, 𝐻2 — два данных графа. Число Рамсея 𝑅(𝐻1, 𝐻2) — это наименьшее
натуральное𝑛, для которогоприлюбойраскраске рёберполного графана𝑛 вершинах в двацвета
обязательно найдётся подграф, изоморфный 𝐻1, с рёбрами цвета 1 или подграф, изоморфный
𝐻2, с рёбрами цвета 2.

2. Данынатуральныечисла𝑘,𝑚 > 1инекоторое дерево𝑇𝑚 на𝑚 вершинах.Найдите𝑅(𝑇𝑚, 𝐾𝑘).

3. Рассмотрим 𝑛-мерный куб 𝑚 × 𝑚 × … × 𝑚. Назовём линией такую последовательность
𝑋1, …, 𝑋𝑚 клеток куба, что у этих клеток в каждой координате значения либо одинаковые,
либо равны 1, 2, …,𝑚 именно в таком порядке.

Hales-Jewett theorem. Даны натуральные числа 𝑘,𝑚. Тогда есть такое натуральное число
𝑛 = 𝑛(𝑘,𝑚), что при любой раскраске клеток 𝑛-мерного кубаℳ𝑛 = 𝑚×𝑚×…×𝑚 в 𝑘 цветов
найдётся линия из𝑚 клеток, раскрашенная в один цвет.

ДокажемтеоремуХайлса-Джеветтаиндукциейпо𝑚. ИндукционноепредположениеИП(𝑚)
звучит так: пусть утверждение теоремы справедливо для данного 𝑚 и любого числа цве-
тов 𝑘.
(а) Докажите, что если выполнено ИП(𝑚), то найдутся такие натуральные числа 𝑛 и 𝑁,
что при любой раскраске куба ℳ𝑛+𝑁 можно выделить такие линии 𝑋1,… , 𝑋𝑚 ∈ ℳ𝑛 и
𝑌1,… , 𝑌𝑚 ∈ ℳ𝑁, что все клетки (𝑋𝑖, 𝑌𝑗)— одноцветные.
(б) Докажите, что если выполнено ИП(𝑚), то теорема верна для куба со стороной𝑚+ 1 и
двух цветов.
(в) Докажите, что если выполнено ИП(𝑚), то теорема верна для куба со стороной𝑚+ 1 и
любого наперёд заданного числа цветов.

4. Выведите из теоремы Хейлса-Джеветта теорему Ван дер Вардена: для любой раскраски на-
турального ряда в конечное число цветов в нём можно найти сколько угодно длинную од-
ноцветную арифметическую прогрессию.



[ЦПМ, кружок по математике] М. Д. Губина, А. Ю. Кушнир, В. И. Ретинский

[2024-2025] группа 10-2 7 ноября 2024 г.

Теорема Турана

Определение. Подмножество вершин графа 𝐺 называется независимым, если любые две его
вершины не соединены ребром.

Определение.Независимым числом графа называется размер его максимального независимо-
го множества.

Теорема 1. В графе 𝐺 на 𝑛 вершинах независимое число не превосходит 𝛼. Тогда число рёбер
графа 𝐺 не меньше, чем число рёбер графа на 𝑛 вершинах, состоящего из 𝛼 почти равных клик.

Теорема 2. В графе 𝐺 на 𝑛 вершинах нет клик размера 𝑘. Тогда число рёбер графа 𝐺 не превос-
ходит числа рёбер полного (𝑘 − 1)-дольного графа на 𝑛 вершинах с почти равными долями.

1. (а) Обозначим через 𝑇(𝑛, 𝛼) минимальное количество рёбер в графе, число независимо-
сти которого не превосходит 𝛼. Докажите неравенство

𝑇(𝑛, 𝛼) ⩾ (𝑛 − 𝛼) + 𝑇(𝑛 − 𝛼, 𝛼).

(б) Докажите теорему Турана.

2. Каждое ребро некоторого графа на 60 вершинах покрашено в красный или синий цвет так,
что нет одноцветного треугольника. Какое наибольшее количество рёбер может быть в та-
ком графе?

3. В стране 210 городов и совсем нет дорог. Король хочет построить несколько дорог с одно-
сторонним движением так, чтобы для любых трёх городов 𝐴, 𝐵, 𝐶, между которыми есть
дороги, ведущие из 𝐴 в 𝐵 и из 𝐵 в 𝐶, не было бы дороги, ведущей из 𝐴 в 𝐶. Какое наиболь-
шее число дорог он сможет построить?

4. За круглым столом сидят 𝑛 человек. Разрешается поменять местами любых двух людей,
сидящих рядом. Какое наименьшее число таких перестановок необходимо сделать, чтобы
в результате каждые два соседа остались бы соседями, но сидели бы в обратном порядке?

5. На плоскости дано множество 𝑆 из 3𝑛 точек диаметра 1. Каково максимально возможное
количество пар точек, расстояние между которыми строго больше 1

√2
?

6. (а) Есть 2𝑛 + 1 батарейка (𝑛 > 2). Известно, что хороших среди них на одну больше, чем
плохих, но какиеименно батарейки хорошие, а какие плохие, неизвестно. Вфонарик встав-
ляются две батарейки, при этом он светит, только если обе — хорошие. За какое наимень-
шее число таких попыток можно гарантированно добиться, чтобы фонарик светил?
(б) Та же задача, но батареек 2𝑛 (𝑛 > 2), причём хороших и плохих поровну.

7. На плоскости отмечено 4𝑛 точек. Соединим отрезками все пары точек, расстояние меж-
ду которыми равно 1. Известно, что среди любых 𝑛 + 1 точек обязательно найдутся две,
соединённые отрезком. Докажите, что проведено хотя бы 7𝑛 отрезков.

8. Каково наибольшее возможное количество полных подграфов размера 𝑘 в графе на n вер-
шинах, не содержащем полного подграфа на 𝑘 + 1 вершине?



[ЦПМ, кружок по математике] М. Д. Губина, А. Ю. Кушнир, В. И. Ретинский

[2024-2025] группа 10 9 ноября 2024 г.

Непрерывность в КГ

Функция 𝑓∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ называется непрерывной в точке 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏], если для каждого 𝜀 > 0
найдётся такая 𝛿 > 0, что для каждого 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] выполнено |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿⟹ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| < 𝜀.

Теорема. Непрерывная функция 𝑓 на отрезке [𝑎, 𝑏] принимает все значения между 𝑓(𝑎) и 𝑓(𝑏).

1. Докажите или опровергните: для любого (а) выпуклого; (б) не обязательно выпуклого
многоугольникаилюбогонаправления существует прямая данногонаправления, делящая
периметр пополам.

2. Дан (не обязательно выпуклый) многоугольник и точка 𝑃, лежащая (а) вне; (б) внутри
выпуклой оболочки его вершин. Докажите, что существует прямая через точку 𝑃, делящая
площадь пополам. Единственна ли такая прямая?

3. Докажите, что для любого выпуклого многоугольника существует прямая, делящая попо-
лам и площадь, и периметр.

4. На плоскости отмечены две системы точек: {𝐴1, 𝐴2,… , 𝐴𝑛}, {𝐵1, 𝐵2,… , 𝐵𝑛}. Выяснилось, что
для любой точки 𝑃 плоскости

|𝑃𝐴1| + |𝑃𝐴2| + … + |𝑃𝐴𝑛| ≠ |𝑃𝐵1| + |𝑃𝐵2| + … + |𝑃𝐵𝑛|.

Докажите, что центры масс систем {𝐴1,… , 𝐴𝑛}, {𝐵1,… , 𝐵𝑛} совпадают.

5. На плоскости даны два (не обязательно выпуклых) многоугольника. Докажите, что есть
прямая, делящая площадь каждого из них пополам. Бутерброд из хлеба и колбасы можно
разрезать на две равные по хлебу и колбасе части.

6. Пабло нарисовал на плоскости квадрат, на каждой стороне (или продолжении стороны)
отметил по точке, а затем стёр квадрат. Оказалось, что никакие два из шести отрезков, со-
единяющих эти четыре точки, не перпендикулярны. Казимир хочет восстановить квадрат
Пабло. Какое наименьшее число способов это сделать может быть?

7. Докажите, что через любой выпуклый многоугольник можно провести две перпендику-
лярные прямые, делящие его на 4 равные по площади части.

8. У Эванжелисты есть «делилка на троих» для блинов. Она представляет собой три луча из
одной точки под углами 120∘ друг к другу. Делилку можно параллельно переносить вдоль
любых векторов плоскости, но нельзя поворачивать. Докажите, что любой выпуклый мно-
гоугольный блин можно разделить делилкой на три равные по площади части.



[ЦПМ, кружок по математике] М. Д. Губина, А. Ю. Кушнир, В. И. Ретинский

[2024-2025] группа 10 10 ноября 2024 г.

Непрерывность в КГ. Добавка

1. Докажите, что в любом выпуклом многоугольнике найдутся две равные непересекающи-
еся хорды, делящие его площадь на три равные части.

2. Внутри выпуклого многоугольника 𝐴 лежит выпуклый многоугольник 𝐵, их контуры не
пересекаются. Назовём хорду многоугольника𝐴 опорной, если она пересекает многоуголь-
ник 𝐵 только по точкам контура (по вершине или по стороне). Докажите, что найдутся две
опорные хорды, середины которых принадлежат контуру многоугольника 𝐵.

3. (Теорема Борсука-Улама) Для любой пары непрерывных вещественнозначных функций
𝑓 и 𝑔 на сфере найдётся пара диаметрально противоположных точек, в которых функция 𝑓
принимает одинаковые значения и функция 𝑔 принимает одинаковые значения.
(а) Выведите из теоремы Борсука-Улама теорему о бутерброде: бутерброд в ℝ3 из хлеба,
колбасы и сыра можно разрезать плоскостью на две равные и по объёму хлеба, и по объё-
му колбасы, и по объёму сыра части (здесь хлеб, сыр, колбаса — ограниченные тела).
(б) Докажите теорему Борсука-Улама.
Почему-то вспомнилось следующее доказательство обычной теоремы о промежуточном
значении для непрерывной функции 𝑓 на отрезке [𝑎, 𝑏].
(1) Покрасимточки отрезка [𝑎, 𝑏] в два цвета: где 𝑓(𝑥)меньше промежуточного значения
и где больше.
(2) Для любого конечного разбиения отрезка на отрезочки есть отрезочек с разноцветны-
ми концами.
(3) Подойдёт любая предельная точка последоватености разноцветных отрезочков всё
более мелких разбиений.

4. Докажите, что в контур любого выпуклого многоугольника можно вписать прямоуголь-
ник.
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Непрерывная комбинаторика

1. В домике Копатыча припасены 15 бочонков мёда различных объёмов. Докажите, что Копа-
тыч может разлить один бочонок на два новых так, чтобы полученные 16 бочонков можно
было разбить на две группы по 8 с равным суммарным объёмом мёда.

2. Даннабориз 99положительныхчисел с суммой 𝑆. Докажите, что есть неменее 249 способов
выбрать 50 из них с суммой строго больше 𝑆/2.

3. В 99 ящиках лежат яблоки и апельсины. Докажите, что можно так выбрать 50 ящиков, что
в них окажется не менее половины всех яблок и не менее половины всех апельсинов.

4. Группа в детском саду насчитывает 30 детей. Дети встали в ряд так, что возрасты любых
двух соседних детей различаются не более чем на 1 год.
(а) Докажите, что воспитатель может построить детей парами в ряд так, чтобы в любых
двух соседних в ряду парах суммарный возраст отличался не более чем на 1 год.
(б) Докажите, что воспитатель может построить детей тройками в ряд так, чтобы в любых
двух соседних в ряду тройках суммарный возраст отличался не более чем на 1 год.
(в) На городской ёлке 30 детей взялись за руки в хоровод так, что возрасты любых двух
соседей различаются не более чем на 1 год. Докажите, что можно разбить детей на пары
и расставить пары по кругу так, чтобы суммарный возраст в каждых двух соседних парах
различался бы не более чем на 1 год.

5. На продуктовом складе валяются 20 кусков сыра разных сортов. Докажите, что можно раз-
резать не более двух кусков так, чтобы сыр можно было разложить на две кучки, равные по
весу и по цене.

6. Имеются 300 яблок, любые два из которых различаются по весу не более, чем в три раза.
Докажите, что ихможно разложить в пакетыпо четыре яблока так, чтобылюбые два пакета
различались по весу не более, чем в полтора раза.

7. Нанескольких карточках записаны вещественные числа (по одному на каждой). Игра с ди-
леромпроходит так: каждый ход дилер вскрывает одну карточку из колоды, а игрок должен
положить карточку в одну из стопок либо создать новую стопку. При этом в любой момент
времени числа на карточках из одной стопки должны различаться не болеее чем на 1. Игра
заканчивается, когда заканчиваются карты у дилера. Петя сыграл в игру с дилером один
раз, создав в процессе игры 10 стопок. Докажите, что Вася при игре с дилером на той же
колоде гарантированно сможет создать не более 19 стопок.

8. В 100 ящиках лежат яблоки, апельсины и бананы. Докажите, что можно так выбрать 51
ящик, что в них окажется не менее половины всех яблок, не менее половины всех апель-
синов и не менее половины всех бананов.
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Вариация и катастрофы

1. На отрезке 𝐴𝐵 отмечено 2𝑛 различных точек, симметричных относительно середины 𝐴𝐵.
При этом 𝑛 из них покрашены в красный цвет, оставшиеся 𝑛 — в синий. Докажите, что
суммарасстоянийот точки𝐴 до красных точек равна сумме расстоянийот точки𝐵 до синих
точек.

2. Внутри выпуклого 100-угольника отмечена точка 𝑋, не лежащая ни на какой диагонали.
Докажите, что количество треугольников с вершинамиввершинахисходного 100-угольника,
содержащих точку 𝑋, чётно.

3. На окружности выписаны несколько вещественных чисел из отрезка [0, 1]. Докажите, что
окружность можно разбить на 2024 дуги так, чтобы суммы чисел на соседних дугах отли-
чались не более чем на 1 (сумму чисел на дуге без чисел считаем равной 0).

4. Можно ли нарисовать на плоскости полный граф 𝐾101 так, чтобы его вершины были в точ-
ках общего положения, рёбра — отрезками, и чтобы в точности 4 000 000 пар его рёбер пе-
ресекались (по внутренним точкам)?

5. На прямой отмечены 2𝑛 различных точек, при этом 𝑛 из них покрашены в красный цвет,
остальные 𝑛—в синий. Докажите, что сумма попарных расстояниймежду точками одного
цвета не превосходит суммы попарных расстояний между точками разного цвета.

6. На плоскости проведены 𝑛 ⩾ 3 прямых общего положения. Прямые раскрашены в крас-
ный и синий цвет, оба цвета присутствуют. Докажите, что среди частей, на которые делям
плоскость прямые, найдётся треугольник, у которого не все стороны одного цвета.

7. Хромой ладьёй назовём ладью, которая за один ход может сдвинуться только на одну клет-
ку. Хромая ладья за 64 хода обошла все клетки шахматной доски и вернулась на исходную
клетку. Докажите, что число её ходов по горизонтали не равно числу ходов по вертикали.

8. На плоскости нарисованы 𝑛 различных окружностей, никакие три окружности не пересе-
каются в одной точке. УлиткаТурбоначинаетползти вдоль какой-то окружностипротивча-
совой стрелки. Как только она попадает в точку пересечения двух окружностей, она меняет
окружность и продолжает ползти против часовой стрелки уже по следующей окружности.
В какой-то момент оказалость, что Турбо целиком проползла все окружности. Докажите,
что 𝑛 нечётно.
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