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Однородные симметрические неравенства: Мюрхед.

Определение.Пусть даннабор целыхнеотрицательных чисел𝛼 = (𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛), такой что𝛼1 ⩾
𝛼2 ⩾ … ⩾ 𝛼𝑛. Введём обозначение следующего симметрического многочлена от переменных
𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛:

𝑇𝛼(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛) = ∑
sym

𝑥𝛼11 𝑥𝛼22 …𝑥𝛼𝑛𝑛 ,

где суммирование ведётся по всем возможным перестановкам переменных 𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛.

Примеры.

• 𝑇(2,1,0)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 + 𝑦2𝑧 + 𝑦𝑧2 + 𝑧2𝑥 + 𝑥𝑧2;

• 𝑇(1,1,1)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 6𝑥𝑦𝑧;

• 𝑇(1,1,0)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥𝑦 + 2𝑦𝑧 + 2𝑧𝑥.

Ещё определение. Пусть даны два набора целых неотрицательных чисел 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛) и
𝛽 = (𝛽1, 𝛽2,… , 𝛽𝑛) таковы, что 𝛼1 ⩾ 𝛼2 ⩾ … ⩾ 𝛼𝑛, 𝛽1 ⩾ 𝛽2 ⩾ … ⩾ 𝛽𝑛 и 𝛼1 + 𝛼2 + … + 𝛼𝑛 =
𝛽1 + 𝛽2 +… + 𝛽𝑛. Тогда будем говорить, что 𝛼 мажорирует 𝛽 (обозначается как 𝛼 ≻ 𝛽), если для
любого 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛 верно

𝑘
∑
𝑖=1

𝛼𝑖 ⩾
𝑘
∑
𝑖=1

𝛽𝑖.

Неравенство Мюрхеда. Пусть 𝛼 ≻ 𝛽. Тогда для любых неотрицательных 𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛 верно:

𝑇𝛼(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛) ⩾ 𝑇𝛽(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛).

Дружеский совет. Если у вас неоднородное неравенство, то сделайте его однородным.

1. Для положительных значений переменных докажите неравенства:

(а)
𝑥8 + 𝑦8 + 𝑧8

𝑥3𝑦3𝑧3 ⩾ 1
𝑥 + 1

𝑦 +
1
𝑧 ;

(б) 𝑥4 + 𝑦4 + 𝑧4 ⩾ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 при условии 𝑥𝑦𝑧 = 1;
(в) 𝑎3(𝑏𝑐 + 𝑎2) + 𝑏3(𝑎𝑐 + 𝑏2) + 𝑐3(𝑎𝑏 + 𝑐2) ⩾ 2𝑎𝑏𝑐(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐).

2. Для неотрицательных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 докажите неравенство

(𝑥 + 𝑦)(𝑦 + 𝑧)(𝑧 + 𝑥) + 𝑥𝑦𝑧 ⩽ 3(𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3).

3. Для неотрицательных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧, таких что 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1, докажите неравенство

1 + 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 + 6𝑥𝑦𝑧 ⩾ 4(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥).

4. Для неотрицательных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧, таких что 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 3, докажите неравенство

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ⩾ 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥.

5. Для положительных 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 докажите неравенство

√
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2

4 ⩾ 3

√
𝑎𝑏𝑐 + 𝑏𝑐𝑑 + 𝑐𝑑𝑎 + 𝑑𝑎𝑏

4 .

6. Для неотрицательных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 верно 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐. Докажите, что

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 1 ⩾ 4𝑎𝑏𝑐.

7. Для положительных чисел 𝑎, 𝑏 и 𝑐, удовлетворяющих условию 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1, докажите
неравенство

1 + 𝑎
1 − 𝑎 + 1 + 𝑏

1 − 𝑏 +
1 + 𝑐
1 − 𝑐 ⩽ 2 (𝑎𝑏 +

𝑏
𝑐 +

𝑐
𝑎) .
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