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Отрезки касательных и теоремаМонжа

В выпуклом четырехугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷 лучи 𝐴𝐵 и 𝐷𝐶 пересекаются в точке 𝑃, лучи 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶 — в
точке 𝑄. В четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 можно вписать окружность тогда и только тогда, когда:

• 𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 = 𝐵𝐶 + 𝐴𝐷

• 𝐴𝑃 + 𝐶𝑄 = 𝐴𝑄 + 𝐶𝑃

• 𝐷𝑄 + 𝑃𝐷 = 𝐵𝑃 + 𝑄𝐵

Теорема. (Отрёх центрах гомотетии) Если композицией трёх гомотетии является тождествен-
ное преобразование плоскости, то их центры лежат на одной прямой.

Обычно полезно, думая про задачу, держать в уме такую версию утверждения:

ТеоремаМонжа.Наплоскостинарисованы тринепересекающихся (что будет если онипересека-
ются?) неравныхкруга. Для каждойпарыкругов отметилидве точкипересечения общихкасатель-
ных: одну внешних, вторую внутренних. Тогда точки пересечения внешних общих касательных
лежат на одной прямой. Более того, если центры кругов не лежат на одной прямой, то все шесть
отмеченных точек служат вершинами четырёхстронника, т.е. лежат по три на четырёх прямых.

1. Дан выпуклый четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷. Пусть 𝜔𝐷 и 𝜔𝐵 окружности, вписанные в треуголь-
ники𝐴𝐵𝐶и𝐴𝐷𝐶. (a)Докажите, что если𝜔𝐷 и𝜔𝐵 касаются, то в𝐴𝐵𝐶𝐷можно вписать окруж-
ность. (b) Докажите, что если 𝐴𝐵𝐶𝐷 описанный четырёхугольник, то 𝜔𝐷 и 𝜔𝐵 касаются. (c)
А как эта задача будет выглядеть, если 𝐴𝐵𝐶𝐷 - ”внешнеописанный”? Сформулируйте и до-
кажите аналог предыдущих двух пунктов для такого случая.

2. Две прямые, проходящие через точки пересечения пар противоположных сторон выпуклого
четырёхугольника делят его на четыре меньших четырёхугольника. Докажите, что если два
меньшихчетырёхугольника без общей стороныописанные, тоиисходныйчетырёхугольник
описанный.

3. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 на сторонах 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 и 𝐶𝐴 отмечены точки 𝐶1, 𝐴1 и 𝐵1 соответственно
так, что отрезки 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1 и 𝐶𝐶1 пересекаются в точке 𝐷. Оказалось, что 𝐴𝐶1𝐷𝐵1 и 𝐶𝐴1𝐷𝐵1
описанные. Докажите, что 𝐷𝐶1𝐵𝐴1 тоже описанный.

4. Через вершину 𝐴 треугольника 𝐴𝐵𝐶 проведена произвольная прямая 𝑙, лежащая вне тре-
угольника. Окружность 𝜔𝐵 касается отрезка 𝐴𝐵, продолжения стороны 𝐵𝐶 за точку 𝐵 и пря-
мой 𝑙 в точке 𝑃. Окружность 𝜔𝐶 касается отрезка 𝐴𝐶, продолжения стороны 𝐵𝐶 за точку 𝐶 и
прямой 𝑙 в точке 𝑄. Докажите, что длина отрезка 𝑃𝑄 не зависит от выбора прямой 𝑙.

5. Дан выпуклый четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷. Лучи 𝐴𝐵,𝐷𝐶 пересекаются в точке 𝑃, а лучи 𝐴𝐷, 𝐵𝐶
в точке 𝑄. Из точек 𝑃 и 𝑄 внутрь углов 𝐴𝑃𝐷 и 𝐴𝑄𝐵 проведено ещё по два луча, разбивающие
четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 на девять частей. Известно, что в части, примыкающие к верши-
нам 𝐵, 𝐶, 𝐷, можно вписать окружность. Докажите, что в часть, примыкающую к вершине𝐴,
также можно вписать окружность.

6. На стороне 𝐵𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 отмечена произвольная точка 𝑋. Общая внешняя каса-
тельная к вписанным окружностям треугольников 𝐴𝐵𝑋 и 𝐴𝐶𝑋, отличная от 𝐵𝐶, пересекает
отрезок 𝐴𝑋 в точке 𝑌. Докажите, что длина отрезка 𝐴𝑌 не зависит от выбора точки 𝑋.

7. Окружность с центром 𝐼 касается сторон 𝐵𝐶, 𝐴𝐶 и 𝐴𝐵 неравнобедренного треугольника 𝐴𝐵𝐶
в точках 𝐴1, 𝐵1 и 𝐶1 соответственно. В четырёхугольники 𝐴𝐶1𝐼𝐵1 и 𝐶𝐴1𝐼𝐵1 вписаны окружно-
сти𝜔1 и𝜔2. Докажите, что общая внутренняякасательная к𝜔1 и𝜔2, отличная от 𝐼𝐵1, проходит
через точку B.

8. В выпуклом четырёхугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷 выполнено 𝐴𝐵 + 𝐴𝐷 = 𝐶𝐵 + 𝐶𝐷. В треугольники
𝐴𝐵𝐶, 𝐶𝐷𝐴 вписаны окружности с центрами 𝐼1, 𝐼2. Докажите, что прямые 𝐴𝐶, 𝐵𝐷, 𝐼1𝐼2 пере-
секаются в одной точке.

9. На стороне𝐴𝐶 треугольника𝐴𝐵𝐶 отмеченыточки𝑃и𝑄. Пусть𝐾—точкапересечения общих
внешних касательных к окружностям, вписанным в треугольники 𝐴𝐵𝑃 и 𝐶𝐵𝑄. Докажите,
что точка𝐾 также является точкойпересечения общих внешних касательныхдля вписанных
окружностей треугольников 𝐴𝐵𝑄 и 𝐶𝐵𝑃.

10. Внутри угла𝐴𝐵𝐶 c вершиной𝐵 отмечены точки𝑃и𝑄 так, что∠𝐴𝐵𝑃 = ∠𝑄𝐵𝐶 (𝑃 лежит внутри
угла 𝐴𝐵𝑄). В угол 𝐴𝐵𝑃 вписана окружность 𝜔1, а в угол 𝑄𝐵𝐶 вписана окружность 𝜔2. Пусть 𝑋
- точка пересечения внутренних касательных к 𝜔1 и 𝜔2. Докажите, что прямая 𝐵𝑋 делит угол
𝐴𝐵𝐶 пополам.

11. Окружность 𝜔 вписана в треугольник 𝐴𝐵𝐶, в котором 𝐴𝐵 < 𝐴𝐶. Вневписанная окружность
этого треугольника касается стороны 𝐵𝐶 в точке 𝐴′. Точка 𝑋 выбирается на отрезке 𝐴′𝐴 так,
что отрезок𝐴′𝑋 не пересекает 𝜔. Касательные, проведённые из 𝑋 к 𝜔, пересекают отрезок 𝐵𝐶
в точках 𝑌 и 𝑍. Докажите, что сумма 𝑋𝑌 + 𝑋𝑍 не зависит от выбора точки 𝑋.

12. На стороне 𝐴𝐷 выпуклого четырёхугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷 выбрана точка 𝑃. В треугольник 𝐵𝑃𝐶
вписана окружность𝜔 с центром 𝐼. Оказалось, что окружность𝜔 касается окружностей, впи-
санных в треугольники 𝐴𝐵𝑃 и 𝐶𝐷𝑃, в точках 𝐾и 𝐿 соответственно. Обозначим через 𝐸 точку
пересечения отрезков 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷, а через 𝐹 - точку пересечения прямых 𝐴𝐾 и 𝐷𝐿. Докажите,
что 𝐸, 𝐼 и 𝐹 лежат на одной прямой.

13. Дан выпуклый четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷, в котором 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐶. В треугольники 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴𝐷𝐶
вписаны окружности𝜔1 и𝜔2. Оказалось, что существует окружность 𝛤, которая касается про-
должений отрезков 𝐵𝐴 и 𝐵𝐶 за точки 𝐴 и 𝐶, а так же прямых 𝐴𝐷 и 𝐶𝐷. Докажите, что общие
внешние касательные к 𝜔1 и 𝜔2 пересекаются на 𝛤.


