
[ЦПМ, кружок по математике]

[2024-2025] группа 10-2 23 сентября 2024 г.

Теорема Паскаля

Теорема. Пусть шестиугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 вписан в окруж-
ность. Пусть 𝐾 = 𝐴𝐵 ∩ 𝐷𝐸, 𝐿 = 𝐵𝐶 ∩ 𝐸𝐹,𝑀 = 𝐶𝐷 ∩ 𝐴𝐹 (пе-
ресечения противоположных сторон). Тогда точки 𝐾, 𝐿,𝑀
лежат на одной прямой.
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Комментарий. Утверждение теоремы остается верным,
если 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 - произвольная замкнутая ломанная, вер-
шины которой расположены на одной окружности.

Предельные положения точек. Рассмотрим «склеивание»
соседних точек ломанной в одну. Прямые образованные
этими точками перейдут в касательные к окружности.
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Совпали точки 𝐴 c 𝐵.
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Совпали 𝐴 c 𝐵 и 𝐸 c 𝐹.
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Совпали 𝐴 c 𝐵, 𝐶 c 𝐷 и 𝐸 c 𝐹.
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1. Даны треугольник 𝐴𝐵𝐶 и некоторая точка 𝑇. Пусть 𝑃 и 𝑄 — основания перпендикуляров,
опущенных из точки 𝑇 на прямые 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 соответственно, a 𝑅 и 𝑆— основания перпенди-
куляров, опущенных из точки 𝐴 на прямые 𝑇𝐶 и 𝑇𝐵 соответственно. Докажите, что точка
пересечения прямых 𝑃𝑅 и 𝑄𝑆 лежит на прямой 𝐵𝐶.

2. Доказать, что во вписанномчетырехугольнике точкипересеченияпротивоположных сторон
и точки пересечения касательных в противоположных вершинах лежат на одной прямой.

3. Окружность, проходящая через вершины 𝐴 и 𝐷 основания трапеции 𝐴𝐵𝐶𝐷, пересекает бо-
ковые стороны 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 в точках 𝑃 и 𝑄, а диагонали — в точках 𝐸 и 𝐹. Докажите, что прямые
𝐵𝐶, 𝑃𝑄, 𝐸𝐹 пересекаются в одной точке.

4. Окружность 𝜔 проходит через вершины 𝐵,𝐷 четырехугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷 и пересекает его сто-
роны 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷,𝐷𝐴 в точках 𝐾, 𝐿,𝑀,𝑁 соответственно. Окружность 𝛺, проходящая через
точки 𝐾 и𝑀, пересекает прямую 𝐴𝐶 в точках 𝑃 и 𝑄. Докажите, что точки 𝑃,𝑄, 𝐿, 𝑁 лежат на
одной окружности.

5. ЛеммаВеррьера.Окружность касается сторон𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 треугольника𝐴𝐵𝐶 в точках 𝑃 и𝑄 со-
ответственно, а также касается его описанной окружности. Докажите, что центр 𝐼 вписанной
в треугольник 𝐴𝐵𝐶 окружности лежит на отрезке 𝑃𝑄.

6. Пусть точка 𝑃 лежит на описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶, 𝑄— произвольная точ-
ка. Прямые 𝐴𝑄, 𝐵𝑄 и 𝐶𝑄 пересекают описанную окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶 в точках
𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 соответственно. Точки 𝐴2, 𝐵2, 𝐶2 — точки пересечения 𝑃𝐴1 с 𝐵𝐶, 𝑃𝐵1 с 𝐶𝐴 и 𝑃𝐶1 с
𝐴𝐵. Докажите, что точки 𝐴2, 𝐵2, 𝐶2, 𝑄 лежат на одной прямой.

7. Даны пять точек некоторой окружности. С помощью одной линейки постройте еще одну
точку этой окружности.

8. Хорда 𝐶𝐷 окружности с центром 𝑂 перпендикулярна ее диаметру 𝐴𝐵, а хорда 𝐴𝐸 делит ра-
диус 𝑂𝐶 пополам. Докажите, что 𝐷𝐸 делит пополам 𝐵𝐶.

9. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 угол 𝐴 вдвое больше угла 𝐶. На биссектрисе угла 𝐴 и на
стороне 𝐴𝐶 отметили точки 𝐷 и 𝐸 соответственно так, что ∠𝐴𝐷𝐵 = ∠𝐴𝐸𝐷 = 90∘. Докажите,
что центр описанной окружности треугольника 𝐴𝐷𝐶 лежит на прямой 𝐵𝐸.


