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Теорема Паскаля
Теорема Паскаля:На окружности даны шесть точек 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5, 𝐴6 (не обязательно
в таком порядке). Пусть 𝑋 = 𝐴1𝐴2 ∩𝐴4𝐴5, 𝑌 = 𝐴2𝐴3 ∩𝐴5𝐴6, 𝑍 = 𝐴3𝐴4 ∩𝐴6𝐴1. Тогда 𝑋, 𝑌, 𝑍
лежат на одной прямой.

1. Внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶 выбрана точка𝑀. Прямые 𝐴𝑀, 𝐵𝑀,𝐶𝑀 пересекают опи-
санную окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶 в точках 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ соответственно. Докажите,
что главные диагонали шестиугольника, образованного пересечением треугольни-
ков 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴′𝐵′𝐶′, пересекаются в точке𝑀.

2. Доказать, что во вписанном четырехугольнике точки пересечения противополож-
ных сторон и точки пересечения касательных в противоположных вершинах лежат
на одной прямой.

3. Дан прямоугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 и точка 𝑃. Прямые, проходящие через 𝐴 и 𝐵 и перпенди-
кулярные, соответственно,𝑃𝐶 и𝑃𝐷, пересекаются в точке𝑄. Докажите, что𝑃𝑄 ⟂ 𝐴𝐵.

4. Лемма Веррьера.Окружность касается сторон 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 в точках
𝑃 и 𝑄 соответственно, а также его описанной окружности. Докажите, что центр 𝐼
вписанной в треугольник 𝐴𝐵𝐶 окружности лежит на отрезке 𝑃𝑄.

5. Окружность, построенная на высоте 𝐵𝐻 треугольника𝐴𝐵𝐶 как на диаметре, пересе-
кает стороны 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 в точках 𝐷 и 𝐸 соответственно. Прямые 𝐴𝐸 и 𝐶𝐷 пересекают
окружность вторично в точках 𝑋 и 𝑌. Докажите, что 𝐵𝑋 = 𝐵𝑌.

6. Дан вписанный четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷, 𝑂 — центр описанной окружности, 𝐸 —
точка пересечения диагоналей. Точка 𝐹 такова, что 𝐶𝐹 ⟂ 𝐶𝐷, 𝐹𝐵 ⟂ 𝐴𝐵. Докажите,
что точки 𝐸,𝑂 и 𝐹 лежат на одной прямой.

7. Хорда 𝐶𝐷 окружности с центром 𝑂 перпендикулярна её диаметру 𝐴𝐵, а хорда 𝐴𝐸
делит пополам радиус 𝑂𝐶. Докажите, что хорда 𝐷𝐸 делит пополам хорду 𝐵𝐶.

8. Пусть 𝐴′ — точка, диаметрально противоположная точке 𝐴 в описанной окружно-
сти треугольника𝐴𝐵𝐶 с центром𝑂. Касательная к описанной окружности в точке𝐴′
пересекает прямую 𝐵𝐶 в точке 𝑋 . Прямая 𝑂𝑋 пересекает стороны 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 в точках
𝑀 и 𝑁. Докажите, что 𝑂𝑀 = 𝑂𝑁.

9. Через центр𝑂 описанной окружности остроугольного треугольника𝐴𝐵𝐶 проведена
прямая, пересекающая стороны 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 в точках 𝑋 , 𝑌 . Эти точки отразили относи-
тельно середин сторон, на которых они лежат и получили точки 𝑋 ′, 𝑌 ′. Докажите,
что ∠𝑋 ′𝐻𝑌 ′ = ∠𝐵𝐴𝐶, где 𝐻— ортоцентр треугольника 𝐴𝐵𝐶.

10. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 угол 𝐴 вдвое больше угла 𝐶. На биссектрисе уг-
ла𝐴ина стороне𝐴𝐶 отметили точки𝐷 и𝐸 соответственно так, что∠𝐴𝐷𝐵 = ∠𝐴𝐸𝐷 =
90∘. Докажите, что центр описанной окружности треугольника 𝐴𝐷𝐶 лежит на пря-
мой 𝐵𝐸.


