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Разные задачи про комплексные числа

1. Докажите, что cos 2𝜋5 + cos 4𝜋5 + cos 6𝜋5 + cos 8𝜋5 = −1.

2. Комплексные числа 𝑥, 𝑦, 𝑧 таковы, что |𝑥| = |𝑦| = |𝑧| = 1. Докажите, что

|𝑥 + 𝑦 + 𝑧| = |𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥|.

3. Докажите, что для любых комплексных чисел 𝑧1, 𝑧2, …, 𝑧𝑛, удовлетворяющих условию

|𝑧1|2 + |𝑧2|2 +…+ |𝑧𝑛|2 = 1,

можно выбрать такие 𝛼1, 𝛼2, …, 𝛼𝑛, каждое из которых равно 1 или −1, так, что

|𝛼1𝑧1 + 𝛼2𝑧2 +…+ 𝛼𝑛𝑧𝑛| ⩽ 1.
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Радикальные оси
Определение Радикльная ось двух окружностей — геометрическое место точек, степени которых
относительно этих окружностей равны.

• Рад. ось проходит через точки пересечения окружностей (если окружности пересекаются.
• Рад. ось делит общую касательную пополам.
• Рад. ось перпендикулярна линии центров.
• Геометрическое место точек таких, что разность их степеней относительно двух окружностей по-
стоянна—прямая, параллельная рад. оси (в частности, для рад. оси разность степеней точки равна
нулю).
• (Полезная мысль) Точка — есть окружность радиуса 0.

1. На прямой расположены последовательно точки 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷 таким образом, что 𝐴𝐵 ∶ 𝐵𝐶 ∶
𝐶𝐷 = 1 ∶ 2 ∶ 3. Одна окружность проходит через точки 𝐴 и 𝐶, а другая — через точки 𝐵 и 𝐷.
Докажите, что общая хорда этих окружностей делит отрезок 𝐴𝐶 пополам.

2. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведена медиана 𝐵𝑀. Окружность 𝜔1 проходит через вершины 𝐴 и 𝐵
и делит отрезок 𝐶𝑀 пополам, а окружность 𝜔2 проходит через вершины 𝐶 и 𝐵 и делит отре-
зок𝐴𝑀 пополам. Докажите, что медиана треугольника𝐴𝐵𝐶 перпендикулярна линии центров
этих окружностей.

3. Даншестиугольник𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹, в котором𝐴𝐵 = 𝐵𝐶,𝐶𝐷 = 𝐷𝐸, 𝐸𝐹 = 𝐹𝐴, а углы𝐴 и𝐶—прямые.
Докажите, что прямые 𝐹𝐷 и 𝐵𝐸 перпендикулярны.

4. На продолжении боковой стороны 𝐵𝐴 (за точку 𝐴) равнобедренного треугольника 𝐴𝐵𝐶 с ос-
нованием 𝐵𝐶 выбрана точка 𝑃. Пусть 𝑀 и 𝑁 — середины касательных 𝑃𝑋 и 𝑃𝑌 к описанной
окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶. Докажите, что прямая, параллельная 𝐵𝐶 и проходящая через
точку 𝑃, прямая𝑀𝑁 и касательная в точке 𝐵 к окружности пересекаются в одной точке.

5. Серединный перпендикуляр к стороне 𝐴𝐶 неравнобедренного остроугольного треугольника
𝐴𝐵𝐶 пересекает прямые 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 в точках 𝐵1 и 𝐵2 соответственно, а серединный перпенди-
куляр к стороне 𝐴𝐵 пересекает прямые 𝐴𝐶 и 𝐵𝐶 в точках 𝐶1 и 𝐶2 соответственно. Описанные
окружности треугольников 𝐵𝐵1𝐵2 и 𝐶𝐶1𝐶2 пересекаются в точках 𝑃 и 𝑄. Докажите, что центр
описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶 лежит на прямой 𝑃𝑄.

6. Четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 вписан в окружность. 𝐵𝐿 и 𝐶𝑁—биссектрисы треугольников 𝐴𝐵𝐷 и
𝐴𝐶𝐷 соответственно. Окружности, описанные вокруг треугольников𝐴𝐵𝐿 и𝐶𝐷𝑁, пересекают-
ся в точках 𝑃 и𝑄. Докажите, что прямая 𝑃𝑄 проходит через середину дуги 𝐴𝐷, не содержащей
точку 𝐵.

7. На диагоналях трапеции как на диаметрах построили окружности. Докажите, что прямая со-
держащая их общую хорду проходит через точку пересечения боковых сторон трапеции.

8. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 на сторонах 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 отмечены такие точки 𝐷 и 𝐸, что 𝐵𝐷 = 𝐵𝐶 = 𝐶𝐸.
Докажите, что прямая 𝐷𝐸 перпендикулярна прямой, соединяющей центр вписанной и опи-
санной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶.

9. Высоты𝐴𝐴1 и 𝐵𝐵1 остроугольного неравнобедренного треугольника𝐴𝐵𝐶 пересекаются в точ-
ке𝐻. Пусть точка𝑃—точкапересеченияописанныхокружностей треугольников𝐴𝐵𝐶 и𝐴1𝐵1𝐶,
а 𝑆—точка пересечения прямых𝐴1𝐵1 и𝐴𝐵. (а) Докажите, что точки𝐶, 𝑃 и 𝑆 лежат на одной
прямой. (б) Докажите, что прямая 𝑆𝐻 перпендикулярна медиане треугольника 𝐴𝐵𝐶.


