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Теорема Менелая
1. В неравнобедренном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 провели биссектрисы его внешних углов,

которые пересекают прямые 𝐵𝐶, 𝐶𝐴,𝐴𝐵 соответственно в точках𝐴1, 𝐵1, 𝐶1. Докажи-
те, что точки 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 лежат на одной прямой.

2. (Теорема Гаусса.) Если прямая, не проходящая через вершины треугольника 𝐴𝐵𝐶,
пересекает его стороны 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 соответственно в точках 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1, то середины
отрезков 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 лежат на одной прямой.

3. Точки 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 расположены соответственно на сторонах 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 треугольни-
ка 𝐴𝐵𝐶. Прямые 𝐴𝐵 и 𝐴1𝐵1 пересекаются в точке 𝐶2, прямые 𝐵𝐶 и 𝐵1𝐶1 — в точке
𝐴2, а прямые 𝐴𝐶 и 𝐴1𝐶1 — в точке 𝐵2. Докажите, что если прямые 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1 и 𝐶𝐶1
пересекаются в одной точке, то 𝐴2, 𝐵2 и 𝐶2 лежат на одной прямой.

4. Пусть𝐵𝐷—биссектриса треугольника𝐴𝐵𝐶. Точки 𝐼𝑎, 𝐼𝑐—центрывписанныхокруж-
ностей треугольников 𝐴𝐵𝐷, 𝐶𝐵𝐷. Прямая 𝐼𝑎𝐼𝑐 пересекает прямую 𝐴𝐶 в точке 𝑄. До-
кажите, что ∠𝐷𝐵𝑄 = 90∘.

5. В выпуклом четырехугольнике𝐴𝐵𝐶𝐷 точки 𝐸 и 𝐹—середины сторон𝐴𝐷 и 𝐵𝐶 соот-
ветственно. Отрезки 𝐶𝐸 и 𝐷𝐹 пересекаются в точке 𝑂. Докажите, что если прямые
𝐴𝑂 и 𝐵𝑂 делят сторону 𝐶𝐷 на три равные части, то 𝐴𝐵𝐶𝐷—параллелограмм.

6. Окружность, вписанная в треугольник𝐴𝐵𝐶, имеет центр𝑂 и касается стороны𝐴𝐶 в
точке 𝐾. Вторая окружность— также с центром𝑂, пересекает все стороны треуголь-
ника 𝐴𝐵𝐶. Пусть 𝐸 и 𝐹 — соответственно ее точки пересечения со сторонами 𝐴𝐵 и
𝐵𝐶, ближайшие к вершине 𝐵; 𝐵1 и 𝐵2 — точки ее пересечения со стороной 𝐴𝐶, при-
чем 𝐵1 — ближе к 𝐴. Докажите, что точки 𝐵, 𝐾 и точка 𝑃 пересечения отрезков 𝐵2𝐸
и 𝐵1𝐹 лежат на одной прямой.

7. На продолжении стороны 𝐵𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 за точку 𝐵 отмечена точка 𝐷 таким
образом, что 𝐵𝐷 = 𝐵𝐴. Точка 𝑀 — середина стороны 𝐴𝐶. Биссектриса ∠𝐴𝐵𝐶 пере-
секает прямую 𝐷𝑀 в точке 𝑃. Докажите, что ∠𝐵𝐴𝑃 = ∠𝐴𝐶𝐵.


