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МетодШтурма
1. а) Докажите для неотрицательных чисел неравенство между средним квадратическим

и средним арифметическим:

√
𝑎21 + 𝑎22 +…+ 𝑎2𝑛

𝑛 ⩾ 𝑎1 + 𝑎2 +…+ 𝑎𝑛
𝑛 .

б) Докажите для положительных чисел неравенство между средним геометрическим и
средним гармоническим:

𝑛√𝑎1𝑎2…𝑎𝑛 ⩾
𝑛

1
𝑎1
+ 1

𝑎2
+…+ 1

𝑎𝑛

.

2. Найдите наибольшее значение выражения√1 + 5𝑥 +√1 + 5𝑦 +√1 + 5𝑧, если сумма поло-
жительных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 равна 1.

3. Докажите, что если сумма положительных чисел 𝑎1, 𝑎2, …, 𝑎𝑛 равна 1, то
а) (1 + 1

𝑎1
) (1 + 1

𝑎2
)…(1 + 1

𝑎𝑛
) ⩾ (𝑛 + 1)𝑛;

б) (1 + 1
𝑎1
)
2
+ (1 + 1

𝑎2
)
2
+…+ (1 + 1

𝑎𝑛
)
2
⩾ 𝑛(𝑛 + 1)2.

4. а) 0 < 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 < 1. Докажите, что

1
1 + 𝑎1

+ 1
1 + 𝑎2

+…+ 1
1 + 𝑎𝑛

⩽ 𝑛
1 + 𝑛√𝑎1𝑎2…𝑎𝑛

.

б) Докажите, что при 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 > 1 выполняется неравенство с противоположным зна-
ком.

5. Докажите, что если сумма положительных чисел 𝑎1, 𝑎2, …, 𝑎𝑛 равна 1, то

(1 + 𝑎1) (2 + 𝑎2)… (𝑛 + 𝑎𝑛) ⩽ 2𝑛! .

6. Неотрицательные числа 𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑛 таковы, что 𝑥1 +…+ 𝑥𝑛 =
1
2 . Докажите, что

1 − 𝑥1
1 + 𝑥1

⋅ 1 − 𝑥2
1 + 𝑥2

⋅ … ⋅ 1 − 𝑥𝑛
1 + 𝑥𝑛

⩾ 1
3 .

7. Для неотрицательных 𝑎, 𝑏, 𝑐 верно, что 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 3. Докажите, что

𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑎 ⩽ 4


