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Часть I

Группа 8–1



1. Алгебра



[Московские сборы по математике] Калиниченко И. А., Святный И. К.
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8-1 июнь 2024

Неравенство о средних

Определение. Выражения

𝑥1 + 𝑥2 +…+ 𝑥𝑛
𝑛 , 𝑛√𝑥1𝑥2…𝑥𝑛,

𝑛
1
𝑥1
+ 1

𝑥2
+…+ 1

𝑥𝑛

, √
𝑥21 + 𝑥22 +…+ 𝑥2𝑛

𝑛

называются соответственно среднимарифметическим, среднимгеометрическим,
средним гармоническими средним квадратическимнабора неотрицательных чи-
сел 𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑛.

Утверждается, что выполнено следующее неравенство:

√
𝑥21 + 𝑥22 +…+ 𝑥2𝑛

𝑛 ⩾ 𝑥1 + 𝑥2 +…+ 𝑥𝑛
𝑛 ⩾ 𝑛√𝑥1𝑥2…𝑥𝑛 ⩾

𝑛
1
𝑥1
+ 1

𝑥2
+…+ 1

𝑥𝑛

,

причём равенство достигается тогда и только тогда, когда все переменные равны
между собой.

В дальнейшем предполагается, что фигурирующие в задаче переменные веще-
ственные и положительные, если не обговорено иное.

1. (а) Докажите неравенство между средним арифметическими средним гео-
метрическим для 𝑛 = 2𝑘 переменных индукцией по 𝑘.
(б) Из неравенства между средним арифметическим и средним геометри-
ческим для 𝑛 выведите его для 𝑛 − 1 переменных.
(в) Докажите неравенство между средним геометрическим и средним гар-
моническим для 𝑛 переменных.
(г) Докажитенеравенствомежду среднимквадратическимисреднимариф-
метическим для 𝑛 переменных.

2. (а) Докажите, что 𝑎5 + 𝑏5 + 𝑐5 ⩾ 𝑎𝑏𝑐(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2),
(б) Найдите наименьшее возможное𝑀, такое что

𝑀(𝑎5 + 𝑏5 + 𝑐5) ⩾ 𝑎4𝑏 + 𝑏4𝑎 + 𝑐4𝑎 + 𝑎4𝑐 + 𝑏4𝑐 + 𝑐4𝑏

для любых 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0,
(в) Докажите, что 𝑎6𝑏 + 𝑏6𝑎 ⩾ 𝑎4𝑏3 + 𝑎3𝑏4



3. Докажите неравенство√−3𝑎2 + 24𝑎 − 19+√𝑎2 + 13+√2𝑎2 − 24𝑎 + 153 < 21.

4. Докажите, что 2√𝑎 + 33√𝑏 ⩾ 55√𝑎𝑏.

5. Найдите минимальное значение выражения (𝑥+1)(𝑥+2)(𝑥+5)
𝑥

,

6. Даны вещественные 𝑥0 ⩾ 𝑥1 ⩾ ⋯ ⩾ 𝑥𝑛. Докажите, что

𝑥0 +
1

𝑥0 − 𝑥1
+ 1
𝑥1 − 𝑥2

+⋯+ 1
𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛

⩾ 𝑥𝑛 + 2𝑛.

7. Произведение чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 равно 1. Докажите, что
(а) 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ⩾ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐,
(б) (2 + 𝑎)(2 + 𝑏)(2 + 𝑐) ⩾ 27.

8. Докажите, что для любого натурального 𝑛 верно (1 + 1
𝑛+1

)
𝑛+1

> (1 + 1
𝑛
)
𝑛
.



[Московские сборы по математике] Калиниченко И. А., Святный И. К.
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8 класс июнь 2024

Неравенство о средних. Добавка

1. Для натуральных чисел 𝑛 и𝑚 докажите неравенство

2𝑛+𝑚√𝑛2𝑚𝑚2𝑛 ⩽ 𝑛2 +𝑚2.

2. Числа 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 удовлетворяют соотношению

1
1 + 𝑎1

+ 1
1 + 𝑎2

+…+ 1
1 + 𝑎𝑛

= 1.

Докажите, что 𝑎1𝑎2…𝑎𝑛 ⩾ (𝑛 − 1)𝑛.

3. Числа 𝑎𝑖, 𝑖 = 0…2𝑛 − 1, 𝑛 ⩾ 4 удовлетворяют соотношениям

𝑎2𝑘 = 𝑎2𝑘−1 + 𝑎2𝑘+1, 𝑎2𝑘+1 =
1
𝑎2𝑘

+ 1
𝑎2𝑘+2

для 𝑘 = 0…𝑛 (индексы в этих соотношениях берутся по модулю 2𝑛). Дока-
жите, что все 𝑎𝑖 с чётными индексами 𝑖 равны между собой.



[Московские сборы по математике] Калиниченко И. А., Святный И. К.
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8-1 июнь 2024

Двигаем вдоль прямой

Основная мысль. Линейная функция 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏 заданная на отрезке [𝑎, 𝑏] дости-
гает своего максимума на концах отрезка.

1. Докажите, что вещественные числа 0 ⩽ 𝑎1, 𝑎2,…𝑎𝑛 ⩽ 1 удовлетворяют нера-
венству 𝑎1 + 𝑎2 +…+ 𝑎𝑛 − 2𝑎1𝑎2…𝑎𝑛 ⩽ 𝑛 − 1.

2. Найдитемаксимальное значение суммы 𝑎1(1−𝑎2)+𝑎2(1−𝑎3)+…+𝑎𝑛(1−𝑎1),
если 1

2
⩽ 𝑎1, 𝑎2,…𝑎𝑛 ⩽ 1

3. Для положительных вещественных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 ⩾ 1 докажите, что 𝑥𝑦+𝑥𝑧+
𝑦𝑧 ⩽ 2𝑥𝑦𝑧 + 1.

4. Докажите, что площадь треугольника, лежащего внутри единичного квад-
рата, не превосходит 1/2.

5. Для неотрицательных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 докажите неравенство

min{(𝑥 − 𝑦)2, (𝑦 − 𝑧)2, (𝑥 − 𝑧)2} ⩽ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
2 .

Подсказка: докажите для начала, что одно из чисел можно сделать равным
нулю.

6. Для положительных чисел 𝑎, 𝑏 и 𝑐 докажите, что

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐 ⩾ 2(𝑎 − 𝑏)(𝑏 − 𝑐).

7. На плоскости с введённой декартовой системой координат 𝑂𝑥𝑦 нарисован
многоугольник. Рассматривается некоторое выражение вида 𝑧 = 𝑎𝑥+𝑏𝑦, где
𝑎, 𝑏—константы, а точка (𝑥, 𝑦) лежит внутри многоугольника (возможно на
границе). Докажите, что максимум этого выражения достигается в верши-
нах многоугольника.

8. Михаил пошёл на рынок покупать раков. У местного продавца можно ку-
пить либо больших раков по 5 рублей, либо маленьких по 3. Михаил хочет
купить такое количество раков, что соблюдаются следующие требования:

• удвоенное количество больших раков плюс количество маленьких ра-
ков не превышает 36,



• ушестеренное количество больших раков плюс упятеренное количе-
ство маленьких раков не превышает 120,

• удевятеренное количество больших раков плюс упятеренное количе-
ство маленьких раков не превышает 150.

Как ему потратить как можно больше денег?



[Московские сборы по математике] Калиниченко И. А., Святный И. К.
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8-1 июнь 2024

МетодШтурма

1. Что происходит с выражениями 𝑎 + 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛, 𝑎−1 + 𝑏−1, где 𝑛— нату-
ральное, при сближении двух положительных чисел 𝑎 и 𝑏 (а) при фикси-
рованной сумме 𝑎 + 𝑏, (б) при фиксированном произведении 𝑎𝑏?

2. С помощью метода Штурма докажите неравенство о средних между
(а) средним квадратическим и средним арифметическим,
(б) средним геометрическим и средним гармоническим.

3. Пусть 𝑔 среднее геометрическое чисел положительных чисел 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛.
Докажите неравенство

(1 + 𝑎1)(1 + 𝑎2)… (1 + 𝑎𝑛) ⩾ (1 + 𝑔)𝑛.

4. Сумма неотрицательных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 равна 4. Докажите неравенство

(𝑎2 + 𝑏2)𝑐𝑑 + (𝑐2 + 𝑑2)𝑎𝑏 ⩽ 4.

5. Даны положительные числа 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 с суммой равной 1. Докажите, что
(а) (1 − 𝑎1)(1 − 𝑎2)… (1 − 𝑎𝑛) ⩾ 𝑎1𝑎2…𝑎𝑛(𝑛 − 1)𝑛,
(б) (1 + 𝑎1)(2 + 𝑎2)… (𝑛 + 𝑎𝑛) ⩽ 2𝑛!.

6. Положительные числа 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 таковы, что 𝑎𝑖 < 1 при 𝑖 = 1,… , 𝑛. Дока-
жите, что

1
1 + 𝑎1

+ 1
1 + 𝑎2

+…+ 1
1 + 𝑎𝑛

⩽ 𝑛
1 + 𝑛√𝑎1𝑎2…𝑎𝑛

.

Что произойдёт с неравенством, если заменить требование 𝑎𝑖 < 1 на 𝑎𝑖 > 1?

7. Докажите, что 0 ⩽ 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 − 2𝑥𝑦𝑧 ⩽ 7
27
при 𝑥, 𝑦, 𝑧 ⩾ 0 и 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1.

8. Для неотрицательных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 с суммой равной 3 докажите, что

𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑎 ⩽ 4.

9. Произведение положительных чисел 𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛 равно 1. Докажите нера-
венство

𝑛
∑
𝑘=1

1
(𝑛 − 1) + 𝑥𝑘

⩽ 1.



10. Вещественные числа 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 при 𝑛 > 3 таковы, что

𝑎1 + 𝑎2 +…+ 𝑎𝑛 ⩾ 𝑛, 𝑎21 + 𝑎22 +…+ 𝑎2𝑛 ⩾ 𝑛2.

Докажите, что max{𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛} ⩾ 2.



[Московские сборы по математике] Калиниченко И. А., Святный И. К.
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8-1 июнь 2024

Неравенство Коши-Буняковского-Шварца

Неравенство КБШ. Для любых вещественных чисел 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 и 𝑏1, 𝑏2,… , 𝑏𝑛
выполнено неравенство

(𝑎21 + 𝑎22 +…+ 𝑎2𝑛)(𝑏21 + 𝑏22 +…+ 𝑏2𝑛) ⩾ (𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 +…+ 𝑎𝑛𝑏𝑛)2

1. Докажите неравенство КБШ.

2. Лемма Титу (КБШдля дробей).Для вещественных чисел 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 и ве-
щественных положительных чисел 𝑏1, 𝑏2,… , 𝑏𝑛 докажите, что

𝑎21
𝑏1

+ 𝑎22
𝑏2

+…+ 𝑎2𝑛
𝑏𝑛

⩾ (𝑎1 + 𝑎2 +…+ 𝑎𝑛)2
𝑏1 + 𝑏2 +…+ 𝑏𝑛

.

3. Для положительных вещественных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 докажите, что
(а) 1

𝑎+𝑏
+ 1

𝑏+𝑐
+ 1

𝑎+𝑐
⩾ 9

2(𝑎+𝑏+𝑐)
,

(б) 𝑎2(𝑏+𝑐)
𝑏𝑐

+ 𝑏2(𝑎+𝑐)
𝑎𝑐

+ 𝑐2(𝑎+𝑏)
𝑎𝑏

⩾ 2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐).

(в) (𝑎+𝑏)2

𝑎2+𝑏2+2𝑐2
+ (𝑏+𝑐)2

𝑏2+𝑐2+2𝑎2
+ (𝑐+𝑎)2

𝑐2+𝑎2+2𝑏2
⩽ 3,

4. Прикаких значенияхпеременных (𝑥, 𝑦, 𝑧) достигаетсяминимумвыражения
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, если известно, что 3𝑥 − 4𝑦 + 5𝑧 = 5?

5. Для положительных чисел 𝑎 и 𝑏 докажите, что 𝑎3+𝑏3 > 𝑎2+𝑏2, если извест-
но, что 𝑎2 + 𝑏2 > 𝑎 + 𝑏.

6. НеравенствоНесбитта.Для положительных вещественных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 до-
кажите, что 𝑎

𝑏+𝑐
+ 𝑏

𝑐+𝑎
+ 𝑐

𝑎+𝑏
⩾ 3

2
.

7. Докажите, что√𝑥 + 𝑥𝑦𝑧 ⩾ √𝑥 − 1 + √𝑦 − 1 + √𝑧 − 1.

8. Положительные вещественные числа 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 удовлетворяют неравен-
ству

(𝑎1 + 𝑎2 +…+ 𝑎𝑛) (
1
𝑎1

+ 1
𝑎2

+…+ 1
𝑎𝑛
) ⩽ (𝑛 + 1

2)
2.

Докажите, что max{𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛} ⩽ 4min{𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛}.

9. Для вещественных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 докажите, что

(𝑥2 + 3)(𝑦2 + 3)(𝑧2 + 3) ⩾ (𝑥𝑦𝑧 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 4)2.



[Московские сборы по математике] Калиниченко И. А., Святный И. К.
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8-1 июнь 2024

Неравенства

Везде в задачах предполагается, что числа вещественные и положительные, если
отдельно не обговорено иное.

1. Для неотрицательного числа 𝑥 докажите, что

1 + 𝑥𝑛+1 ⩾ (2𝑥)𝑛
(1 + 𝑥)𝑛−1 .

2. Известно, что 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 3. Докажите, что

𝑎
1 + 𝑏2 +

𝑏
1 + 𝑐2 +

𝑐
1 + 𝑎2 ⩾

3
2 .

3. Дан треугольник со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐. Докажите, что

(𝑎 + 𝑏)(𝑏 + 𝑐)(𝑐 + 𝑎) ⩾ 8(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐 − 𝑎)(𝑎 + 𝑐 − 𝑏).

4. Для чисел 𝑎 ⩾ 𝑏 ⩾ 𝑐 ⩾ 𝑑 докажите неравенство

4√𝑎𝑏𝑐𝑑 ⩽ √√𝑎𝑏𝑐𝑑 + 3
16 (𝑐 − 𝑑)2 ⩽ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑

4 .

5. Числа 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 удовлетворяют неравенству 2(𝑎+𝑏+𝑐+𝑑) ⩾ 𝑎𝑏𝑐𝑑. Докажите,
что 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 ⩾ 𝑎𝑏𝑐𝑑

6. Докажите следующее неравенство:

𝑎3 + 3𝑏3
5𝑎 + 𝑏 + 𝑏3 + 3𝑐3

5𝑏 + 𝑐 + 𝑐3 + 3𝑎3
5𝑐 + 𝑎 ⩾ 2

3(𝑎
2 + 𝑏2 + 𝑐2).

7. Произведение чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 равно 1. Докажите, что

(𝑎 − 1 + 1
𝑏) (𝑏 − 1 + 1

𝑐 ) (𝑐 − 1 + 1
𝑎) ⩽ 1.

8. Произведение чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 равно 1. Докажите, что 1
𝑎3(𝑏+𝑐)

+ 1
𝑏3(𝑐+𝑎)

+ 1
𝑐3(𝑎+𝑏)

⩾
3
2
.



9. Известно, что 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 3. Докажите, что

1
𝑎3 +

1
𝑏3 +

1
𝑐3 +

1
𝑑3 ⩽

1
𝑎3𝑏3𝑐3𝑑3

10. Докажите следующее неравенство:

(𝑥5 − 𝑥2 + 3)(𝑦5 − 𝑦2 + 3)(𝑧5 − 𝑧2 + 3) ⩾ (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)3.



2. Геометрия



[Московские сборы по математике] С.А. Губанов, А. В. Доледенок
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8–1 3 июня 2024 г.

Движения

1. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведена биссектриса 𝐴𝐿. Серединный перпендику-
ляр к отрезку 𝐴𝐿 пересекает (𝐴𝐵𝐶) в точках 𝑃 и𝑄. Докажите, что (𝑃𝑄𝐿) каса-
ется отрезка 𝐵𝐶.

2. На диагонали 𝐴𝐶 квадрата 𝐴𝐵𝐶𝐷 взята точка 𝑃. Высоты треугольника 𝐶𝑃𝐷
пересекаются в точке 𝐻. Точки 𝑀 и 𝑁 — середины отрезков 𝐴𝐷 и 𝐶𝐷 соот-
ветственно. Докажите, что прямые 𝑃𝑀 и 𝑁𝐻 перпендикулярны.

3. Настороне𝐵𝐶 прямоугольника𝐴𝐵𝐶𝐷 вовненегопостроен треугольник𝑃𝐵𝐶.
Докажите, что перпендикуляры, опущенные из точки𝐴 на𝐶𝑃, из точки𝐷 на
𝐵𝑃 и из точки 𝑃 на 𝐴𝐷, пересекаются в одной точке.

4. Дан параллелограмм 𝐴𝐵𝐶𝐷, отличный от ромба. На сторонах 𝐵𝐶 и 𝐶𝐷 вы-
бираются точки 𝑃 и𝑄 такие, что 𝐶𝑃 = 𝐶𝑄. Докажите, что окружности (𝐴𝑃𝑄)
проходят через фиксированную точку, отличную от 𝐴.

5. В треугольник вписана окружность и к ней проведены касательные, парал-
лельные сторонам треугольника и отличные от сторон. Докажите, что про-
тиволежащие стороны образовавшегося шестиугольника попарно равны, а
три большие диагонали пересекаются в одной точке.

6. Точка𝑀—середина основания 𝐵𝐶 равнобедренного треугольника 𝐴𝐵𝐶. На
продолжении отрезков 𝐴𝐶 и 𝐵𝐶 выбраны точки 𝐷 и 𝐸 соответственно так,
что 𝐶𝑀 = 𝐶𝐷 и 𝐴𝐶 = 𝐶𝐸. Докажите, что окружности (𝐴𝐵𝐸) и (𝐶𝐷𝑀) каса-
ются.

7. Четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 вписан в окружность 𝜔. Точки 𝐸 и 𝐹 симметричны
точке𝐴 относительно середин сторон 𝐵𝐶 и𝐶𝐷. Окружность (𝐶𝐸𝐹) вторично
пересекает 𝜔 в точке 𝑋 . Докажите, что 𝐴𝑋 — диаметр 𝜔.

8. Даны два одинаково ориентированных квадрата 𝐴𝐵𝐶𝐷 и 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 (то есть
при обходе по часовой стрелке вершины идут в соответствующем порядке).
Докажите, что середины отрезков 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1, 𝐷𝐷1 образуют квадрат.

9. Дана равнобокая трапеция 𝐴𝐵𝐶𝐷, в которой 𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝐷. Пусть 𝐸— середина
𝐴𝐶. Касательная в точке 𝐴 к окружности (𝐴𝐵𝐸) и касательная в точке 𝐷 к
окружности (𝐶𝐷𝐸) пересекаются в точке 𝑃. Докажите, что прямая 𝑃𝐸 каса-
ется окружности (𝐶𝐷𝐸).



[Московские сборы по математике] С.А. Губанов, А. В. Доледенок
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8 класс 4 июня 2024 г.

Движения. Добавка

1. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведена биссектриса 𝐴𝐿. На продол-
жении отрезка 𝐿𝐴 за точку𝐴 выбрана точка𝐾 так, что𝐴𝐾 = 𝐴𝐿. Окружности
(𝐵𝐿𝐾) и (𝐶𝐿𝐾) пересекают отрезки 𝐴𝐶 и 𝐴𝐵 в точках 𝑃 и 𝑄 соответственно.
Докажите, что прямые 𝑃𝑄 и 𝐵𝐶 параллельны.

2. В неравнобедренном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 провели биссектрису внутреннего
угла 𝐴𝐴1 и биссектрису внешнего угла 𝐴𝐴2. Из точек 𝐴1 и 𝐴2 провели каса-
тельные к окружности 𝜔, вписанной в треугольник 𝐴𝐵𝐶, отличные от пря-
мой 𝐵𝐶. Они касаются𝜔 в точках𝐷1 и𝐷2 соответственно. Докажите, что точ-
ки 𝐴, 𝐷1 и 𝐷2 лежат на одной прямой.

3. Точка 𝐼—центр вписаннойокружности треугольника𝐴𝐵𝐶. Вписанная окруж-
ность касается стороны 𝐴𝐵 в точке 𝐷. Вневписанная окружность касается
стороны 𝐵𝐶 в точке 𝐸. Точка 𝐹 такова, что 𝐶𝐹𝐷𝐼 — параллелограмм. Дока-
жите, что 𝐸𝐹 ∥ 𝐵𝐼.



[Московские сборы по математике] С.А. Губанов, А. В. Доледенок
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8–1 4 июня 2024 г.

Композиция движений

Скользящая симметрия—это композиция осевой симметрии относительно пря-
мой ℓ и параллельного переноса на вектор, параллельный ℓ.

Пример. Если прямые ℓ1 и ℓ2 пересекаются под углом 𝜑, то композиция 𝑆ℓ2 ∘ 𝑆ℓ1
является поворотом на угол 2𝜑 относительно точки пересечения прямых.

1. Прямые ℓ1 и ℓ2 параллельны. Чему равна композиция 𝑆ℓ2 ∘ 𝑆ℓ1? А 𝑆ℓ1 ∘ 𝑆ℓ2?

2. (а) Чему равна композиция 𝑇𝑣⃗ ∘ 𝑆ℓ, если ⃗𝑣 перпендикулярен ℓ?
(б) Чему равна композиция 𝑇𝑣⃗ ∘ 𝑆ℓ, если ⃗𝑣 не параллелен ℓ?

3. (а) Верно ли, что любой поворот и любой параллельный перенос можно
представить как композицию двух осевых симметрий? Единственно ли та-
кое представление?
(б) Посмотрите на предыдущий пункт и найдите композиции 𝑇𝑣⃗ ∘ 𝑅

𝜑
𝑂 и

𝑅𝜑𝑂 ∘ 𝑇𝑣⃗.

4. Даны пересекающиеся прямые ℓ и 𝑚. Найдите все движения 𝐹 такие, что
𝑆ℓ ∘ 𝐹 = 𝑆𝑚.

5. (а) Даны два треугольника 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴1𝐵1𝐶1. Докажите, что существует не бо-
лее одного движения, которое переводит один треугольник в другой (соот-
ветственные вершины— в соответственные).
(б) Докажите, что любое движение можно представить как композициюне
более чем трёх симметрий.
(в) Теорема Шаля. Докажите, что любое движение плоскости — это ли-
бо поворот, либо параллельный перенос, либо симметрия, либо скользящая
симметрия.

Треугольники𝐴𝐵𝐶 и𝐴1𝐵1𝐶1 называются одинаково ориентированными, если об-
ходы вершин 𝐴 → 𝐵 → 𝐶 → 𝐴 и 𝐴1 → 𝐵1 → 𝐶1 → 𝐴1 происходят либо оба по часо-
вой стрелке, либо оба против часовой стрелки. Важное наблюдение: скользящая
симметрия меняет ориентацию, а поворот и параллельный перенос — нет.

6. Треугольники 𝐴1𝐵1𝐶1 и 𝐴2𝐵2𝐶2 равны и противоположно ориентированы.
Докажите, что середины отрезков𝐴1𝐴2, 𝐵1𝐵2 и 𝐶1𝐶2 лежат на одной прямой.

7. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 точка 𝑂—центр его описанной окруж-
ности,𝐻—основание высотыиз вершины𝐴. Пусть𝑃—произвольная точка



плоскости. Точка 𝑄 симметрична 𝑃 относительно 𝐴𝐵, точка 𝑅 симметрична
𝑄 относительно 𝐴𝐻, точка 𝑆 симметрична 𝑅 относительно 𝐴𝐶. Докажите,
что 𝑂𝑃 = 𝑂𝑆.

8. Каждый из узлов бесконечного листа клетчатой бумаги раскрашен в один
из двух цветов: чёрный или белый. Докажите, что существует бесконечное
одноцветное множество узлов, имеющее центр симметрии.



[Московские сборы по математике] С.А. Губанов, А. В. Доледенок
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8 класс 5 июня 2024 г.

Добавка к добавке

1. Наплоскостирасположенцентрально-симметричныймногоугольник𝑀 пло-
щади 𝑆 и два многоугольника, полученные из него параллельным перено-
сом. Оказалось, что ни одна точка плоскости не покрыта всеми тремя мно-
гоугольниками. Докажите, что суммарная площадь, покрытая многоуголь-
никами, не меньше 2𝑆.

2. В выпуклом шестиугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 противоположные стороны равны и

∠𝐴 − ∠𝐷 = ∠𝐶 − ∠𝐹 = ∠𝐸 − ∠𝐵.

Докажите, что прямые 𝐴𝐷, 𝐵𝐸 и 𝐶𝐹 пересекаются в одной точке.



[Московские сборы по математике] С.А. Губанов, А. В. Доледенок
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8–1 6 июня 2024 г.

Композиция поворотов

Факт. Пусть 𝐴 и 𝐵— две различные точки плоскости. Тогда

𝑅𝛽𝐵 ∘ 𝑅𝛼𝐴 = {𝑅
𝛼+𝛽
𝐶 , если 𝛼 + 𝛽 ≢ 0 (mod 360),

𝑇𝑣⃗, если 𝛼 + 𝛽 ≡ 0 (mod 360),

для некоторой точки 𝐶 и некоторого вектора ⃗𝑣.

Теорема Наполеона. На сторонах треугольника вовне построены правильные
треугольники. Тогда их центры образуют правильный треугольник.

1. На сторонах треугольника 𝐴𝐵𝐶 вовне построены равносторонние треуголь-
ники 𝐴𝐵𝐶1 и 𝐴𝐶𝐵1, а внутрь — равносторонний треугольник 𝐵𝐶𝐴1. Точка
𝑀 — центр треугольника 𝐵𝐶𝐴1. Докажите, что треугольник 𝐵1𝐶1𝑀 — рав-
нобедренный с углом 120∘.

2. На сторонах 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶
во внешнюю сторону построены квадраты
𝐴𝐵𝐿𝐾 и 𝐴𝐶𝑀𝑁 соответственно. Точка 𝐷 —
середина отрезка 𝐿𝑀. Найдите углы тре-
угольника 𝐵𝐶𝐷.

3. Круг поделили хордой 𝐴𝐵 на два круговых
сегмента и один из них повернули на неко-
торый угол вокруг точки 𝐴. Пусть при этом
повороте точка 𝐵 перешла в точку 𝐶. Дока-
жите, что отрезки, соединяющие середины
дуг сегментов с серединой отрезка 𝐵𝐶, пер-
пендикулярны друг другу.

Рис. 1: К задаче 5

4. Вписанная в треугольник 𝐴𝐵𝐶 окружность касается стороны 𝐵𝐶 в точке 𝐴1.
На биссектрисах углов 𝐵 и 𝐶 выбраны точки 𝑋 и 𝑌 соответственно так, что
∠𝑋𝐴1𝑌 = 90∘. Докажите, что ∠𝑋𝐴𝑌 = ∠𝐴

2
.

5. Насторонах выпуклого четырёхугольника внешнимобразомпостроеныквад-
раты.Докажите, что отрезки, соединяющиецентрыпротивоположныхквад-
ратов, равны и перпендикулярны.



6. На сторонах треугольника 𝐴𝐵𝐶 вне него построены треугольники 𝐴𝐵𝑃 и
𝐴𝐶𝑄 такие, что 𝐴𝑃 = 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 = 𝐴𝑄 и ∠𝐵𝐴𝑃 = ∠𝑄𝐴𝐶. Отрезки 𝑃𝐶 и 𝑄𝐵
пересекаются в точке 𝑅. Точка 𝑆—центр (𝐵𝑅𝐶). Докажите, что 𝐴𝑆 ⟂ 𝑃𝑄.

7. (Всерос-2021, 11-4) В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 биссектрисы 𝐴𝐴1 и 𝐶𝐶1 пересекают-
ся в точке 𝐼. Прямая, проходящая через точку 𝐵 параллельно 𝐴𝐶 пересекает
лучи 𝐴𝐴1 и 𝐶𝐶1 в точках 𝐴2 и 𝐶2 соответственно. Точка 𝑂𝑎 — центр описан-
ной окружности треугольника 𝐴𝐶1𝐶2, точка 𝑂𝑐 — центр описанной окруж-
ности треугольника 𝐶𝐴1𝐴2. Докажите, что ∠𝑂𝑎𝐵𝑂𝑐 = ∠𝐴𝐼𝐶.



[Московские сборы по математике] С.А. Губанов, А. В. Доледенок
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8–1 8 июня 2024 г.

Гомотетия

1. В трапеции 𝐴𝐵𝐶𝐷 (𝐴𝐷 ∥ 𝐵𝐶) диагонали пересекаются в точке 𝑂. Перпенди-
куляры, проведенные из точек 𝐵 и 𝐶 соответственно на 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷, пересека-
ются в точке𝑀, а перпендикуляры из 𝐴 и 𝐷 соответственно на 𝐵𝐷 и 𝐴𝐶— в
точке 𝐾. Докажите, что точки𝑀,𝐾 и 𝑂 лежат на одной прямой.

2. Лемма Архимеда. Пусть в окружности 𝜔 проведена хорда 𝐴𝐵, и ещё одна
окружность касается 𝜔 в точке 𝐶 и отрезка 𝐴𝐵 в точке 𝐷. Докажите, что пря-
мая 𝐶𝐷 проходит через середину дуги 𝐴𝐵, не содержащей 𝐶.

3. Вписанная окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶 касается его стороны 𝐵𝐶 в точ-
ке 𝐷. Пусть 𝐷𝑇 — диаметр вписанной окружности. Прямая 𝐴𝑇 пересекает
сторону 𝐵𝐶 в точке 𝑋 . Докажите, что 𝐵𝐷 = 𝐶𝑋 .

4. Дана трапеция𝐴𝐵𝐶𝐷 (𝐵𝐶 ∥ 𝐴𝐷 и𝐴𝐷 > 𝐵𝐶), в которой на основаниях выбра-
ны точки 𝐾 и 𝐿 так, что прямые𝐴𝐵, 𝐶𝐷 и 𝐾𝐿 пересекаются в одной точке. На
отрезке𝐾𝐿 выбраны такие точки 𝑃 и𝑄, что∠𝐴𝑄𝐷 = ∠𝐴𝐵𝐶 и∠𝐵𝑃𝐶 = ∠𝐵𝐴𝐷.
Докажите, что четырёхугольник 𝐴𝐵𝑃𝑄 вписанный.

5. Дан треугольник 𝐴𝐵𝐶, в котором 𝐴𝐵 ≠ 𝐴𝐶. Точка 𝐸 такова, что 𝐴𝐸 = 𝐵𝐸
и 𝐵𝐸 ⟂ 𝐵𝐶. Точка 𝐹 такова, что 𝐴𝐹 = 𝐶𝐹 и 𝐶𝐹 ⟂ 𝐵𝐶. Пусть 𝐷 — точка
пересечения касательной к описанной окружности 𝐴𝐵𝐶 в точке 𝐴 и прямой
𝐵𝐶. Докажите, что точки 𝐷, 𝐸, 𝐹 лежат на одной прямой.

6. Три равные окружности 𝜔1, 𝜔2 и 𝜔3 лежат внутри и касаются сторон тре-
угольника 𝐴𝐵𝐶: 𝜔1 сторон 𝐴𝐶 и 𝐴𝐵; 𝜔2 сторон 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶; 𝜔3 сторон 𝐴𝐶 и
𝐵𝐶. Оказалось, что они еще и имеют общую точку 𝑆. Докажите, что 𝑆 лежит
на прямой, проходящей через центры вписанной и описанной окружностей
треугольника 𝐴𝐵𝐶.

7. Дан выпуклый четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷. Прямая ℓ1 проходит через точку 𝐴
параллельно прямой 𝐶𝐷 и пересекает отрезок 𝐵𝐷 в точке 𝐸. Прямая ℓ2 про-
ходит через точку𝐷 параллельнопрямой𝐴𝐵 ипересекает отрезок𝐴𝐶 в точке
𝐹. Докажите, что 𝐸𝐹 ∥ 𝐵𝐶.

8. Окружность 𝜔 касается сторон 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶. Окружность 𝛺
касается стороны𝐴𝐶 ипродолжения стороны𝐴𝐵 за точку𝐵, а также касается
𝜔 в точке 𝐿, лежащей на стороне 𝐵𝐶. Прямая 𝐴𝐿 вторично пересекает 𝜔 и
𝛺 в точках 𝐾 и 𝑀 соответственно. Оказалось, что 𝐾𝐵 ∥ 𝐶𝑀. Докажите, что



треугольник 𝐿𝐶𝑀 равнобедренный.

9. Пусть 𝐶𝐸 — биссектриса в остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶. На внешней
биссектрисе угла 𝐴𝐶𝐵 отмечена точка𝐷, а на стороне 𝐵𝐶—точка 𝐹, причем
∠𝐵𝐴𝐷 = 90∘ = ∠𝐷𝐸𝐹. Докажите, что центр окружности, описанной около
треугольника 𝐶𝐸𝐹, лежит на прямой 𝐵𝐷.



[Московские сборы по математике] С.А. Губанов, А. В. Доледенок
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8–1 9 июня 2024 г.

Гомотетия. Добавка

1. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 на сторонах 𝐵𝐶,𝐴𝐶, 𝐴𝐵 отметили точки 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 – точ-
кикасания соответствующихвневписанныхокружностей.Докажите, чтопря-
мые 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 пересекаются в одной точке 𝑁 (точка Нагеля), которая
лежит на прямой𝑀𝐼 (прямая Нагеля), где𝑀 – точка пересечения медиан, а
𝐼 – центр вписанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶.

2. Дан вписанный четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷. Прямая, проходящая через точку
𝐷 параллельно прямой 𝐴𝐶, пересекает лучи 𝐵𝐴 и 𝐵𝐶 в точках 𝐴0 и 𝐶0 соот-
ветственно. Луч 𝐶𝐷 вторично пересекает описанную окружность треуголь-
ника𝐴0𝐶𝐶0 в точке 𝐶1. Луч𝐴𝐷 вторично пересекает описанную окружность
треугольника 𝐴0𝐴𝐶0 в точке 𝐴1. Докажите, что прямая 𝐴1𝐶1 касается окруж-
ности, описанной около треугольника 𝐴0𝐵𝐶0.

3. На сторонах 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 отметили соответственно точки 𝐷
и 𝐸 так, что 𝐷𝐵 = 𝐵𝐶 = 𝐶𝐸. Прямые 𝐶𝐷 и 𝐵𝐸 пересекаются в точке 𝐹. Дока-
жите, что точка пересечения биссектрис треугольника 𝐴𝐵𝐶, ортоцентр тре-
угольника 𝐷𝐸𝐹 и середина дуги 𝐵𝐴𝐶 описанной окружности треугольника
𝐴𝐵𝐶 лежат на одной прямой.



[Московские сборы по математике] С.А. Губанов, А. В. Доледенок
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8–1 11 июня 2024 г.

Ещё гомотетия

1. Соответствующие стороны неравных треугольников 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴1𝐵1𝐶1 попарно
параллельны. Докажите, что существует гомотетия, которая переводит один
треугольник в другой.

2. Вписанная окружность треугольника𝐴𝐵𝐶 касается сторон𝐴𝐵,𝐴𝐶, 𝐵𝐶 в точ-
ках𝐶′,𝐵′,𝐴′ соответственно. Точки𝐴1,𝐵1,𝐶1—серединыдуг𝐵𝐶,𝐴𝐶,𝐴𝐵 опи-
санной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶. Докажите, что прямые 𝐴1𝐴′, 𝐵1𝐵′,
𝐶1𝐶′ пересекаются в одной точке.

3. (а) Вписанная окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶 касается сторон 𝐴𝐶 и 𝐴𝐵 в
точках 𝐵0 и 𝐶0 соответственно. Биссектрисы углов 𝐵 и 𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶
пересекают серединный перпендикуляр к биссектрисе 𝐴𝐿 в точках𝑄 и 𝑃 со-
ответственно. Докажите, что прямые 𝑃𝐶0 и𝑄𝐵0 пересекаются на прямой 𝐵𝐶.
(б) В треугольнике провели биссектрису 𝐴𝐿. Точки 𝑂1 и 𝑂2 —центры опи-
санных окружностей треугольников 𝐴𝐵𝐿 и 𝐴𝐶𝐿 соответственно. Точки 𝐵1 и
𝐶1 — проекции вершин 𝐶 и 𝐵 на биссектрисы углов 𝐵 и 𝐶 соответственно.
Докажите, что прямые 𝑂1𝐶1 и 𝑂2𝐵1 пересекаются на прямой 𝐵𝐶.
(в) Докажите, что точки пересечения из предыдущих пунктов совпадают.

4. (а) Проведём через основание биссектрисы угла 𝐴 неравнобедренного тре-
угольника 𝐴𝐵𝐶 отличную от стороны 𝐵𝐶 касательную к вписанной в тре-
угольник окружности. Точку её касания с окружностью обозначим через 𝐾𝑎.
Аналогично построим точки 𝐾𝑏 и 𝐾𝑐. Докажите, что три прямые, соединя-
ющие точки 𝐾𝑎, 𝐾𝑏 и 𝐾𝑐 с серединами сторон 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 и 𝐴𝐵 соответственно,
пересекаются в одной точке.
(б) Выведите из этого, что вписанная окружность касается окружности Эй-
лера.



3. Комбинаторика



[Московские сборы по математике] А.Ю. Кушнир, С. К. Солопов, В. Д. Трещёв
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8 класс 3 июня 2024 г.

Прыжки по кругу
1. Данынатуральные числа 𝑛 и 𝑘, 𝑛 > 𝑘. На окружности отмечено 𝑛 точек, в од-

ной из которых изначально сидит кузнечик. Этот кузнечик может прыгать
вдоль окружности против часовой стрелки по отмеченным точкам, каждый
раз перепрыгивая через 𝑘 − 1 точку.

(а) Докажите, что кузнечик побывает во всех отмеченных точках тогда и
только тогда, когда НОД(𝑛, 𝑘) = 1.
(б) Назовём орбитой точки𝐴множество точек, достижимых из𝐴. Докажи-
те, что все отмеченные точки разбиваются на НОД(𝑛, 𝑘) попарно непересе-
кающихся одинаковых орбит.

2. По кругу лежат 99 карточек с числами от 1 до 99 в порядке возрастания по
часовой стрелке. Одна операция меняет местами две карточки, между кото-
рыми ровно (а) 29; (б) 30 других карточек. Можно ли такими операциями
упорядочить карточки в порядке возрастания против часовой стрелки?

3. На столе лежат два равных картонных правильных 101-угольника. Верши-
ны одного из них пронумерованы подряд числами от 0 до 100 в порядке об-
хода против часовой стрелки.
(а) Докажите, что вершинывторого 101-угольникаможно так занумеровать
числами от 0 до 100, что при любом наложении (без переворота) первого на
второй как минимум в одной вершине номера совпадут.
(б) Докажите, что число таких нумераций вершин второго многоугольника
не меньше 99. (Нумерации, совмещающиеся поворотом, считаем одинако-
выми.)
(в) Та же задача для двух 111-угольников. Можно ли вершины второго 111-
угольника занумеровать так, что при любомналожении (с переворотомили
без) первого на второй как минимум в одной вершине номера совпадут?



4. Окружность длины 𝑛 разделена точками на 𝑛 равных дуг. Кузнечик начина-
ет прыгать с некоторой точки и делает 𝑛 − 1 прыжков: на 1, на 2, …, на 𝑛 − 1
по часовой стрелке в некотором порядке. При каких 𝑛 кузнечик сможет по-
сетить все отмеченные точки?

5. Окружность длины 𝑛 разделена точками на 𝑛 равных дуг. Кузнечик начина-
ет прыгать с некоторой точки и делает 𝑛 − 1 прыжков: на 1, на 2, …, на 𝑛 − 1
по часовой стрелке в указанном порядке. При каких 𝑛 кузнечик побывает
во всех отмеченных точках?

6. Даны натуральные числа 𝑛 и 𝑘, 𝑘 < 𝑛. В фирме работают 𝑛 сотрудников, зар-
плата каждого из которых выражается натуральным числом рублей. Каж-
дый месяц начальник поднимает зарплату на 1 рубль некоторым 𝑘 сотруд-
никам. При каких 𝑛 и 𝑘 он сможет сделать все зарплаты равными вне зави-
симости от начального распределения зарплат?

7. На плоскости нарисован квадрат площади 1. Для каждой точки 𝑋 вне квад-
рата определимоперацию отраженияотносительноквадрата следующим
образом. Рассмотрим наименьший угол с вершиной 𝑋 , содержащий квад-
рат, и отразим 𝑋 относительно наиболее удаленной от 𝑋 общей точки квад-
рата и правого луча рассматриваемого угла (эта система называется внеш-
нимбильярдом).Периодом точкиназовемнаименьшее число отражений от-
носительно квадрата, необходимое для того, чтобы точка вернулась на свое
место. Обозначим через 𝑆(𝑛) площадь множества точек периода 𝑛.
(а) Докажите, что 𝑆(4) ⩾ 4 и 𝑆(8) ⩾ 8.
(б) Для каждого натурального 𝑛 найдите 𝑆(𝑛).

𝑋



[Московские сборы по математике] А.Ю. Кушнир, С. К. Солопов, В. Д. Трещёв
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8 класс 3 июня 2024 г.

Прыжки по кругу, добавка

8. На окружности длины 999 отмечены 999 точек, делящих ее на равные ду-
ги. В каждой отмеченной точке стоит фишка. Назовем расстоянием меж-
ду двумя точками длину меньшей дуги между этими точками. При каком
наибольшем 𝑛 можно переставить фишки так, чтобы в каждой отмеченной
точке было по фишке, а расстояние между любыми двумя фишками, изна-
чально удаленными не более, чем на 𝑛, увеличилось?

9. Петя как-то занумеровал вершины правильного 𝑛-угольника числами от 1
до 𝑛. Вася первым ходом ставит фишку в какую-то из вершин. Каждым по-
следующим ходом он может передвинуть фишку из вершины 𝐴 в верши-
ну 𝐵, если между ними не больше 9 других вершин и число в 𝐵 больше чис-
ла в𝐴. Какое наибольшее количество вершин гарантированно сможет посе-
тить Вася, как бы Петя ни нумеровал вершины, если 𝑛 = 1001?



[Московские сборы по математике] А.Ю. Кушнир, С. К. Солопов, В. Д. Трещёв
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8 класс 5 июня 2024 г.

Алгебраические конструкции
1. (а) Докажите, что в полном графе на 7 вершинах можно выделить несколь-

ко троек вершин так, что каждое ребро попадёт ровно в одну тройку.
(б) Докажите, что в полном графе на 13 вершинах можно выбрать несколь-
ко четвёрок вершин так, что каждое ребро попадёт ровно в одну четвёрку.

2. (а) В меню столовой есть 𝑛 салатов, 𝑛 супов и 𝑛 вторых блюд. Обед состоит
из салата, супа и второго блюда. Какое максимальное число обедов можно
устроить так, чтобы никакая пара блюд не повторилась?
(б) А теперь в меню есть 𝑛 десертов, и обед включает в себя ещё и десерт
(всего четыре блюда). Какое максимальное число обедов можно устроить
так, чтобы никакая тройка блюд не повторилась?
(в) Пусть 𝑛— нечётное число. Какое максимальное число обедов из четы-
рёх блюд можно устроить так, чтобы никакая пара блюд неповторилась?

3. В чемпионате по футболу участвуют 𝑛 > 1 команд. Нужно составить распи-
сание игр так, чтобы каждая команда сыграла с каждой и чтобы никакой
команде не пришлось играть две игры за день. Докажите, что
(а) если 𝑛 нечётно, то можно провести чемпионат за 𝑛 дней;
(б) если 𝑛 чётно, то можно провести чемпионат за 𝑛 − 1 день.

4. Алфавит состоитиз 𝑘 букв, словом считается любаяпоследовательностьиз𝑛
букв алфавита. Два слова похожи, если они различаются ровно в одной бук-
ве. В какое минимальное число цветов можно раскрасить все слова, так что-
бы любые два похожих слова были разного цвета?

5. При каких натуральных значениях 𝑛 все рёбра полного графа на 𝑛 вершинах
можно раскрасить в несколько цветов таким образом, чтобы рёбра каждо-
го цвета образовывали (а) путь; (б) цикл, проходящий по всем вершинам
ровно по одному разу?

6. Компания из 1024 друзей — завсегда́таи клуба интеллектуальных игр. На
каждую игру выставляется команда из четырёх человек. Какое минималь-
ное число игр потребуется друзьям для того, чтобы любые трое из них хотя
бы раз оказались в одной команде?

7. В турнире пошведкам участвовали 𝑛 спортсменов. В каждой игре одна пара
участников играла против другой пары. В конце турнира выяснилось, что
любые два участника ровно в одной игре оказывались соперниками. При
каких натуральных 𝑛 такое возможно?
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Алгебраические конструкции, добавка
8. Докажите, в клетчатом квадрате 997 × 997 можно отметить 997 клеток так,

чтобыцентрыникаких трёх отмеченныхклетокнележалинаоднойпрямой.

9. В турнире по волейболу участвуют 16 команд. В один игровой день разреша-
ется выбрать 6 команд и провести среди них полный однокруговой турнир,
в результате которого каждая из 6 команд сыграет с каждой по одному разу.
Какое наименьшее число дней потребуется для того, чтобы каждая команда
успела сыграть с каждой по два раза?
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Кооперативные стратегии
1. Каждому из 𝑛 мудрецов надевают колпак одного из 𝑛 цветов. Каждый муд-

рец видит колпаки других мудрецов, но не видит своего. Они должны одно-
временнопопытаться угадатьцвет своего колпака, написав егона бумажках.
Докажите, что мудрецы могут заранее договориться действовать так, чтобы
хотя бы один из них угадал, если (а) 𝑛 = 2; (б) 𝑛 = 3; (в) 𝑛— любое.

2. В сундуке 5 колпаков различных цветов. Из сундука вытащили три колпа-
ка и вслепую надели троим мудрецам. Мудрецы видят колпаки друг друга,
но не видят свой и одновременно пытаются его угадать. Могут ли мудрецы
договориться действовать так, чтобы гарантированно хотя бы один из них
угадывал?

3. Фокусник с помощником показывают фокус. Зритель выбирает любые две
из 13 стоящих в рядизначальнопустыхшкатулоки вприсутствиипомощни-
ка кладёт туда по гранате. Затем приходит фокусник. Помощник открывает
однушкатулку, в которой нет гранаты. Далее фокусник должен выбрать ещё
восемьшкатулок и одновременно открыть. Как фокуснику и помощнику до-
говориться так, чтобы все открытые шкатулки оказались пустые?

4. В сундуке лежат семь колпаков семи цветов радуги.Шестерым гномам всле-
пую надеваютшесть из них на головы. Каждый гном видит колпаки осталь-
ных гномов, но не видит свой. Гномы должны одновременно попытаться
угадать цвет оставшегося в сундуке колпака. Как гномам договориться зара-
нее так, чтобы как минимум трое всегда угадывали?

ıДаны натуральные числа 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛. Есть 𝑛 мудрецов, и мудрецу с номе-
ром 𝑖 на лоб пишут число от 1 до 𝑎𝑖. Все мудрецы видят числа всех других
мудрецов, но не видят своих. Они должны одновременно попытаться уга-
дать число на своём лбу. Обозначим 𝑆 = 1

𝑎1
+ 1
𝑎2

+ … + 1
𝑎𝑛
. Докажите, что

если
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Решётки
Решёткойбудемназыватьмножество𝛬 всех точек сцелымикоординатамивнеко-
торой не обязательно прямоугольной системе координат. Иными словами, 𝛬—
решётка, если 𝛬 = {𝑂+𝑚𝑢⃗+𝑛 ⃗𝑣 |𝑚, 𝑛 ∈ ℤ} для некоторых неколлинеарных векто-
ров 𝑢⃗, ⃗𝑣 и точки 𝑂.

1. В вершинах некоторого квадрата сидит по одному кузнечику. Каждый миг
ровноодинкузнечикперепрыгиваетцентрально-симметричночерез какого-
то другого.
(а) Могут ли кузнечики когда-нибудь оказаться в вершинахменьшего квад-
рата, чем изначальный?
(б) Докажите, что если кузнечики вновь оказались в вершинах изначаль-
ного квадрата, то каждый вернулся именно на свою стартовую позицию.
(в) Могут ли кузнечики когда-нибудь оказаться в вершинах бо́льшего квад-
рата, чем изначальный?

2. Докажите, что влюбой (не обязательноквадратной) решёткеможновыбрать
три узла так, чтобы треугольник с вершинами в них не содержал других уз-
лов (даже на границе) и не имел тупых углов.

3. (а) Докажите, что среди любых пяти узлов клетчатой сетки найдутся два,
середина отрезка между которыми— тоже узел. (б) Для какого минималь-
ного 𝑘 среди любых 𝑘 узлов сетки из правильных шестиугольников найдут-
ся два, середина отрезка между которыми— тоже узел?



4. На плоскости расположено несколько одинаковых (а) квадратов; (б) пра-
вильных шестиугольников, соответственные стороны которых параллель-
ны друг другу. Докажите, что в плоскость можно вбить несколько точечных
гвоздей так, чтобы каждая фигура была прибита ровно одним гвоздем.
Условимся считать, что если гвоздь вбит в границу фигуры, то мы сами
решаем, прибита фигура этим гвоздём или нет.

5. На коодинатной плоскости отмечены две целые точки 𝐴 и 𝐵. Рассматрива-
ются всевозможные целые точки 𝑋 плоскости, для которых площадь тре-
угольника 𝐴𝐵𝑋 равна 1. Чему может быть равна сумма углов ∠𝐴𝑋𝐵 по всем
таким треугольникам?

6. Внутри правильного треугольника отмечена точка. Её отразили несколько
раз относительно сторон треугольника (в каком-то порядке), и она опять по-
пала внутрь треугольника. Докажите, что она вернулась на исходное место.

7. Из бумаги вырезана фигура площади строго меньше 1. Докажите, что фигу-
ру можно наложить на координатную плоскость так, чтобы внутри фигуры
не оказалось ни одной целой точки.

8. Дан бумажный треугольник площади 0.5, в котором длины всех трёх сторон,
возведённые в квадрат — целые числа.
(a) Докажите, что треугольник можно расположить на координатной плос-
кости так, чтобы его вершины оказались в целых точках.
(b)Докажите, что в треугольникможно завернуть квадрат площади 0.25 кле-
ток. Треугольник можно перегибать, но нельзя рвать. Квадрат должен быть
полностью завёрнут с обеих сторон.



Часть II

Группа 8–2



4. Алгебра



[Московские сборы по математике] Калиниченко И. А., Святный И. К.
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8-2 июнь 2024

Неравенство о средних

Определение. Выражения

𝑥1 + 𝑥2 +…+ 𝑥𝑛
𝑛 , 𝑛√𝑥1𝑥2…𝑥𝑛,

𝑛
1
𝑥1
+ 1

𝑥2
+…+ 1

𝑥𝑛

, √
𝑥21 + 𝑥22 +…+ 𝑥2𝑛

𝑛

называются соответственно среднимарифметическим, среднимгеометрическим,
средним гармоническими средним квадратическимнабора неотрицательных чи-
сел 𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑛.

Утверждается, что выполнено следующее неравенство:

√
𝑥21 + 𝑥22 +…+ 𝑥2𝑛

𝑛 ⩾ 𝑥1 + 𝑥2 +…+ 𝑥𝑛
𝑛 ⩾ 𝑛√𝑥1𝑥2…𝑥𝑛 ⩾

𝑛
1
𝑥1
+ 1

𝑥2
+…+ 1

𝑥𝑛

,

причём равенство достигается тогда и только тогда, когда все переменные равны
между собой.

В дальнейшем предполагается, что фигурирующие в задаче переменные веще-
ственные и положительные, если не обговорено иное.

1. (а) Докажите неравенство между средним арифметическими средним гео-
метрическим для 𝑛 = 2𝑘 переменных индукцией по 𝑘.
(б) Из неравенства между средним арифметическим и средним геометри-
ческим для 𝑛 выведите его для 𝑛 − 1 переменных.
(в) Докажите неравенство между средним геометрическим и средним гар-
моническим для 𝑛 переменных.
(г) Докажитенеравенствомежду среднимквадратическимисреднимариф-
метическим для 𝑛 переменных.

2. (а) Докажите, что 𝑎5 + 𝑏5 + 𝑐5 ⩾ 𝑎𝑏𝑐(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2),
(б) Найдите наименьшее возможное𝑀, такое что

𝑀(𝑎5 + 𝑏5 + 𝑐5) ⩾ 𝑎4𝑏 + 𝑏4𝑎 + 𝑐4𝑎 + 𝑎4𝑐 + 𝑏4𝑐 + 𝑐4𝑏

для любых 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0.

3. Докажите, что 2√𝑎 + 33√𝑏 ⩾ 55√𝑎𝑏.



4. Докажите неравенство√−3𝑎2 + 24𝑎 − 19+√𝑎2 + 13+√2𝑎2 − 24𝑎 + 153 < 21.

5. Найдите минимальное значение выражения 𝑎40 + 1
𝑎16

+ 2
𝑎4
+ 4

𝑎2
+ 8

𝑎
⩾ 16.

6. Даны вещественные 𝑥0 ⩾ 𝑥1 ⩾ ⋯ ⩾ 𝑥𝑛. Докажите, что

𝑥0 +
1

𝑥0 − 𝑥1
+ 1
𝑥1 − 𝑥2

+⋯+ 1
𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛

⩾ 𝑥𝑛 + 2𝑛.

7. Произведение чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 равно 1. Докажите, что
(а) (2 + 𝑎)(2 + 𝑏)(2 + 𝑐) ⩾ 27,
(б) 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ⩾ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐.

8. Докажите, что для любого натурального 𝑛 верно (1 + 1
𝑛+1

)
𝑛+1

> (1 + 1
𝑛
)
𝑛
.
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Неравенство о средних. Добавка

1. Для натуральных чисел 𝑛 и𝑚 докажите неравенство

2𝑛+𝑚√𝑛2𝑚𝑚2𝑛 ⩽ 𝑛2 +𝑚2.

2. Числа 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 удовлетворяют соотношению

1
1 + 𝑎1

+ 1
1 + 𝑎2

+…+ 1
1 + 𝑎𝑛

= 1.

Докажите, что 𝑎1𝑎2…𝑎𝑛 ⩾ (𝑛 − 1)𝑛.

3. Числа 𝑎𝑖, 𝑖 = 0…2𝑛 − 1, 𝑛 ⩾ 4 удовлетворяют соотношениям

𝑎2𝑘 = 𝑎2𝑘−1 + 𝑎2𝑘+1, 𝑎2𝑘+1 =
1
𝑎2𝑘

+ 1
𝑎2𝑘+2

для 𝑘 = 0…𝑛 (индексы в этих соотношениях берутся по модулю 2𝑛). Дока-
жите, что все 𝑎𝑖 с чётными индексами 𝑖 равны между собой.
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Двигаем вдоль прямой

Основная мысль. Линейная функция 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏 заданная на отрезке [𝑎, 𝑏] дости-
гает своего максимума на концах отрезка.

1. Докажите, что вещественные числа 0 ⩽ 𝑎1, 𝑎2,…𝑎𝑛 ⩽ 1 удовлетворяют нера-
венству 𝑎1 + 𝑎2 +…+ 𝑎𝑛 − 2𝑎1𝑎2…𝑎𝑛 ⩽ 𝑛 − 1.

2. Найдитемаксимальное значение суммы 𝑎1(1−𝑎2)+𝑎2(1−𝑎3)+…+𝑎𝑛(1−𝑎1),
если 1

2
⩽ 𝑎1, 𝑎2,…𝑎𝑛 ⩽ 1

3. Для положительных вещественных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 ⩾ 1 докажите, что 𝑥𝑦+𝑥𝑧+
𝑦𝑧 ⩽ 2𝑥𝑦𝑧 + 1.

4. Докажите, что площадь треугольника, лежащего внутри единичного квад-
рата, не превосходит 1/2.

5. Для неотрицательных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 докажите неравенство

min{(𝑥 − 𝑦)2, (𝑦 − 𝑧)2, (𝑥 − 𝑧)2} ⩽ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
2 .

Подсказка: докажите для начала, что одно из чисел можно сделать равным
нулю.

6. Для положительных чисел 𝑎, 𝑏 и 𝑐 докажите, что

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐 ⩾ 2(𝑎 − 𝑏)(𝑏 − 𝑐).

7. На плоскости с введённой декартовой системой координат 𝑂𝑥𝑦 нарисован
многоугольник. Рассматривается некоторое выражение вида 𝑧 = 𝑎𝑥+𝑏𝑦, где
𝑎, 𝑏—константы, а точка (𝑥, 𝑦) лежит внутри многоугольника (возможно на
границе). Докажите, что максимум этого выражения достигается в верши-
нах многоугольника.

8. Михаил пошёл на рынок покупать раков. У местного продавца можно ку-
пить либо больших раков по 5 рублей, либо маленьких по 3. Михаил хочет
купить такое количество раков, что соблюдаются следующие требования:

• удвоенное количество больших раков плюс количество маленьких ра-
ков не превышает 36,



• ушестеренное количество больших раков плюс упятеренное количе-
ство маленьких раков не превышает 120,

• удевятеренное количество больших раков плюс упятеренное количе-
ство маленьких раков не превышает 150.

Как ему потратить как можно больше денег?
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МетодШтурма

1. Что происходит с выражениями 𝑎 + 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛, 𝑎−1 + 𝑏−1, где 𝑛— нату-
ральное, при сближении двух положительных чисел 𝑎 и 𝑏 (а) при фикси-
рованной сумме 𝑎 + 𝑏, (б) при фиксированном произведении 𝑎𝑏?

2. С помощью метода Штурма докажите неравенство о средних между
(а) средним квадратическим и средним арифметическим,
(б) средним геометрическим и средним гармоническим.

3. Пусть 𝑔 среднее геометрическое чисел положительных чисел 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛.
Докажите неравенство

(1 + 𝑎1)(1 + 𝑎2)… (1 + 𝑎𝑛) ⩾ (1 + 𝑔)𝑛.

4. Найдите наибольшее значение выражения√1 + 5𝑥+√1 + 5𝑦+√1 + 5𝑧, если
сумма положительных чисел 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 равна 1.

5. Сумма неотрицательных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 равна 4. Докажите неравенство

(𝑎2 + 𝑏2)𝑐𝑑 + (𝑐2 + 𝑑2)𝑎𝑏 ⩽ 4.

6. Даны положительные числа 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 с суммой равной 1. Докажите, что
(а) (1 − 𝑎1)(1 − 𝑎2)… (1 − 𝑎𝑛) ⩾ 𝑎1𝑎2…𝑎𝑛(𝑛 − 1)𝑛,
(б) (1 + 𝑎1)(2 + 𝑎2)… (𝑛 + 𝑎𝑛) ⩽ 2𝑛!.

7. (а) Положительные числа 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 таковы, что 𝑎𝑖 < 1 при 𝑖 = 1,… , 𝑛.
Докажите, что

1
1 + 𝑎1

+ 1
1 + 𝑎2

+…+ 1
1 + 𝑎𝑛

⩽ 𝑛
1 + 𝑛√𝑎1𝑎2…𝑎𝑛

.

(б) Что произойдёт с неравенством, если заменить требование 𝑎𝑖 < 1 на
𝑎𝑖 > 1?

8. Докажите, что 0 ⩽ 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 − 2𝑥𝑦𝑧 ⩽ 7
27
при 𝑥, 𝑦, 𝑧 ⩾ 0 и 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1.
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Неравенство Коши-Буняковского-Шварца

Неравенство КБШ. Для любых вещественных чисел 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 и 𝑏1, 𝑏2,… , 𝑏𝑛
выполнено неравенство

(𝑎21 + 𝑎22 +…+ 𝑎2𝑛)(𝑏21 + 𝑏22 +…+ 𝑏2𝑛) ⩾ (𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 +…+ 𝑎𝑛𝑏𝑛)2

1. Докажите неравенство КБШ.

2. Лемма Титу (КБШдля дробей).Для вещественных чисел 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 и ве-
щественных положительных чисел 𝑏1, 𝑏2,… , 𝑏𝑛 докажите, что

𝑎21
𝑏1

+ 𝑎22
𝑏2

+…+ 𝑎2𝑛
𝑏𝑛

⩾ (𝑎1 + 𝑎2 +…+ 𝑎𝑛)2
𝑏1 + 𝑏2 +…+ 𝑏𝑛

.

3. Для положительных вещественных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 докажите, что
(а) 1

𝑎+𝑏
+ 1

𝑏+𝑐
+ 1

𝑎+𝑐
⩾ 9

2(𝑎+𝑏+𝑐)
,

(б) 𝑎2(𝑏+𝑐)
𝑏𝑐

+ 𝑏2(𝑎+𝑐)
𝑎𝑐

+ 𝑐2(𝑎+𝑏)
𝑎𝑏

⩾ 2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐).

(в) (𝑎+𝑏)2

𝑎2+𝑏2+2𝑐2
+ (𝑏+𝑐)2

𝑏2+𝑐2+2𝑎2
+ (𝑐+𝑎)2

𝑐2+𝑎2+2𝑏2
⩽ 3,

4. Прикаких значенияхпеременных (𝑥, 𝑦, 𝑧) достигаетсяминимумвыражения
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, если известно, что 3𝑥 − 4𝑦 + 5𝑧 = 5?

5. Для положительных чисел 𝑎 и 𝑏 докажите, что 𝑎3+𝑏3 > 𝑎2+𝑏2, если извест-
но, что 𝑎2 + 𝑏2 > 𝑎 + 𝑏.

6. НеравенствоНесбитта.Для положительных вещественных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 до-
кажите, что 𝑎

𝑏+𝑐
+ 𝑏

𝑐+𝑎
+ 𝑐

𝑎+𝑏
⩾ 3

2

7. Докажите, что√𝑥 + 𝑥𝑦𝑧 ⩾ √𝑥 − 1 + √𝑦 − 1 + √𝑧 − 1.

8. Положительные вещественные числа 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 удовлетворяют неравен-
ству

(𝑎1 + 𝑎2 +…+ 𝑎𝑛) (
1
𝑎1

+ 1
𝑎2

+…+ 1
𝑎𝑛
) ⩽ (𝑛 + 1

2)
2.

Докажите, что max{𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛} ⩽ 4min{𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛}.

9. Для вещественных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 докажите, что

(𝑥2 + 3)(𝑦2 + 3)(𝑧2 + 3) ⩾ (𝑥𝑦𝑧 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 4)2.
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Неравенства

Везде в задачах предполагается, что числа вещественные и положительные, если
отдельно не обговорено иное.

1. Для неотрицательного числа 𝑥 докажите, что

1 + 𝑥𝑛+1 ⩾ (2𝑥)𝑛
(1 + 𝑥)𝑛−1 .

2. Известно, что 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 3. Докажите, что

𝑎
1 + 𝑏2 +

𝑏
1 + 𝑐2 +

𝑐
1 + 𝑎2 ⩾

3
2 .

3. Дан треугольник со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐. Докажите, что

(𝑎 + 𝑏)(𝑏 + 𝑐)(𝑐 + 𝑎) ⩾ 8(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐 − 𝑎)(𝑎 + 𝑐 − 𝑏).

4. Для чисел 𝑎 ⩾ 𝑏 ⩾ 𝑐 ⩾ 𝑑 докажите неравенство

4√𝑎𝑏𝑐𝑑 ⩽ √√𝑎𝑏𝑐𝑑 + 3
16 (𝑐 − 𝑑)2 ⩽ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑

4 .

5. Числа 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 удовлетворяют неравенству 2(𝑎+𝑏+𝑐+𝑑) ⩾ 𝑎𝑏𝑐𝑑. Докажите,
что 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 ⩾ 𝑎𝑏𝑐𝑑

6. Докажите следующее неравенство:

𝑎3 + 3𝑏3
5𝑎 + 𝑏 + 𝑏3 + 3𝑐3

5𝑏 + 𝑐 + 𝑐3 + 3𝑎3
5𝑐 + 𝑎 ⩾ 2

3(𝑎
2 + 𝑏2 + 𝑐2).

7. Произведение чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 равно 1. Докажите, что

(𝑎 − 1 + 1
𝑏) (𝑏 − 1 + 1

𝑐 ) (𝑐 − 1 + 1
𝑎) ⩽ 1.

8. Произведение чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 равно 1. Докажите, что 1
𝑎3(𝑏+𝑐)

+ 1
𝑏3(𝑐+𝑎)

+ 1
𝑐3(𝑎+𝑏)

⩾
3
2
.



9. Известно, что 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 3. Докажите, что

1
𝑎3 +

1
𝑏3 +

1
𝑐3 +

1
𝑑3 ⩽

1
𝑎3𝑏3𝑐3𝑑3

10. Докажите следующее неравенство:

(𝑥5 − 𝑥2 + 3)(𝑦5 − 𝑦2 + 3)(𝑧5 − 𝑧2 + 3) ⩾ (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)3.



5. Геометрия
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Движения

1. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведена биссектриса 𝐴𝐿. Серединный перпендику-
ляр к отрезку 𝐴𝐿 пересекает (𝐴𝐵𝐶) в точках 𝑃 и𝑄. Докажите, что (𝑃𝑄𝐿) каса-
ется отрезка 𝐵𝐶.

2. На диагонали 𝐴𝐶 квадрата 𝐴𝐵𝐶𝐷 взята точка 𝑃. Высоты треугольника 𝐶𝑃𝐷
пересекаются в точке 𝐻. Точки 𝑀 и 𝑁 — середины отрезков 𝐴𝐷 и 𝐶𝐷 соот-
ветственно. Докажите, что прямые 𝑃𝑀 и 𝑁𝐻 перпендикулярны.

3. Настороне𝐵𝐶 прямоугольника𝐴𝐵𝐶𝐷 вовненегопостроен треугольник𝑃𝐵𝐶.
Докажите, что перпендикуляры, опущенные из точки𝐴 на𝐶𝑃, из точки𝐷 на
𝐵𝑃 и из точки 𝑃 на 𝐴𝐷, пересекаются в одной точке.

4. Дан параллелограмм 𝐴𝐵𝐶𝐷, отличный от ромба. На сторонах 𝐵𝐶 и 𝐶𝐷 вы-
бираются точки 𝑃 и𝑄 такие, что 𝐶𝑃 = 𝐶𝑄. Докажите, что окружности (𝐴𝑃𝑄)
проходят через фиксированную точку, отличную от 𝐴.

5. В треугольник вписана окружность и к ней проведены касательные, парал-
лельные сторонам треугольника и отличные от сторон. Докажите, что про-
тиволежащие стороны образовавшегося шестиугольника попарно равны, а
три большие диагонали пересекаются в одной точке.

6. Точка𝑀—середина основания 𝐵𝐶 равнобедренного треугольника 𝐴𝐵𝐶. На
продолжении отрезков 𝐴𝐶 и 𝐵𝐶 выбраны точки 𝐷 и 𝐸 соответственно так,
что 𝐶𝑀 = 𝐶𝐷 и 𝐴𝐶 = 𝐶𝐸. Докажите, что окружности (𝐴𝐵𝐸) и (𝐶𝐷𝑀) каса-
ются.

7. Четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 вписан в окружность 𝜔. Точки 𝐸 и 𝐹 симметричны
точке𝐴 относительно середин сторон 𝐵𝐶 и𝐶𝐷. Окружность (𝐶𝐸𝐹) вторично
пересекает 𝜔 в точке 𝑋 . Докажите, что 𝐴𝑋 — диаметр 𝜔.

8. Даны два одинаково ориентированных квадрата 𝐴𝐵𝐶𝐷 и 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 (то есть
при обходе по часовой стрелке вершины идут в соответствующем порядке).
Докажите, что середины отрезков 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1, 𝐷𝐷1 образуют квадрат.

9. Дана равнобокая трапеция 𝐴𝐵𝐶𝐷, в которой 𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝐷. Пусть 𝐸— середина
𝐴𝐶. Касательная в точке 𝐴 к окружности (𝐴𝐵𝐸) и касательная в точке 𝐷 к
окружности (𝐶𝐷𝐸) пересекаются в точке 𝑃. Докажите, что прямая 𝑃𝐸 каса-
ется окружности (𝐶𝐷𝐸).
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Движения. Добавка

1. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведена биссектриса 𝐴𝐿. На продол-
жении отрезка 𝐿𝐴 за точку𝐴 выбрана точка𝐾 так, что𝐴𝐾 = 𝐴𝐿. Окружности
(𝐵𝐿𝐾) и (𝐶𝐿𝐾) пересекают отрезки 𝐴𝐶 и 𝐴𝐵 в точках 𝑃 и 𝑄 соответственно.
Докажите, что прямые 𝑃𝑄 и 𝐵𝐶 параллельны.

2. В неравнобедренном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 провели биссектрису внутреннего
угла 𝐴𝐴1 и биссектрису внешнего угла 𝐴𝐴2. Из точек 𝐴1 и 𝐴2 провели каса-
тельные к окружности 𝜔, вписанной в треугольник 𝐴𝐵𝐶, отличные от пря-
мой 𝐵𝐶. Они касаются𝜔 в точках𝐷1 и𝐷2 соответственно. Докажите, что точ-
ки 𝐴, 𝐷1 и 𝐷2 лежат на одной прямой.

3. Точка 𝐼—центр вписаннойокружности треугольника𝐴𝐵𝐶. Вписанная окруж-
ность касается стороны 𝐴𝐵 в точке 𝐷. Вневписанная окружность касается
стороны 𝐵𝐶 в точке 𝐸. Точка 𝐹 такова, что 𝐶𝐹𝐷𝐼 — параллелограмм. Дока-
жите, что 𝐸𝐹 ∥ 𝐵𝐼.
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Композиция движений

Скользящая симметрия—это композиция осевой симметрии относительно пря-
мой ℓ и параллельного переноса на вектор, параллельный ℓ.

Пример. Если прямые ℓ1 и ℓ2 пересекаются под углом 𝜑, то композиция 𝑆ℓ2 ∘ 𝑆ℓ1
является поворотом на угол 2𝜑 относительно точки пересечения прямых.

1. Прямые ℓ1 и ℓ2 параллельны. Чему равна композиция 𝑆ℓ2 ∘ 𝑆ℓ1? А 𝑆ℓ1 ∘ 𝑆ℓ2?

2. (а) Чему равна композиция 𝑇𝑣⃗ ∘ 𝑆ℓ, если ⃗𝑣 перпендикулярен ℓ?
(б) Чему равна композиция 𝑇𝑣⃗ ∘ 𝑆ℓ, если ⃗𝑣 не параллелен ℓ?

3. (а) Верно ли, что любой поворот и любой параллельный перенос можно
представить как композицию двух осевых симметрий? Единственно ли та-
кое представление?
(б) Посмотрите на предыдущий пункт и найдите композиции 𝑇𝑣⃗ ∘ 𝑅

𝜑
𝑂 и

𝑅𝜑𝑂 ∘ 𝑇𝑣⃗.

4. Даны пересекающиеся прямые ℓ и 𝑚. Найдите все движения 𝐹 такие, что
𝑆ℓ ∘ 𝐹 = 𝑆𝑚.

5. (а) Даны два треугольника 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴1𝐵1𝐶1. Докажите, что существует не бо-
лее одного движения, которое переводит один треугольник в другой (соот-
ветственные вершины— в соответственные).
(б) Докажите, что любое движение можно представить как композициюне
более чем трёх симметрий.
(в) Теорема Шаля. Докажите, что любое движение плоскости — это ли-
бо поворот, либо параллельный перенос, либо симметрия, либо скользящая
симметрия.

Треугольники𝐴𝐵𝐶 и𝐴1𝐵1𝐶1 называются одинаково ориентированными, если об-
ходы вершин 𝐴 → 𝐵 → 𝐶 → 𝐴 и 𝐴1 → 𝐵1 → 𝐶1 → 𝐴1 происходят либо оба по часо-
вой стрелке, либо оба против часовой стрелки. Важное наблюдение: скользящая
симметрия меняет ориентацию, а поворот и параллельный перенос — нет.

6. Треугольники 𝐴1𝐵1𝐶1 и 𝐴2𝐵2𝐶2 равны и противоположно ориентированы.
Докажите, что середины отрезков𝐴1𝐴2, 𝐵1𝐵2 и 𝐶1𝐶2 лежат на одной прямой.

7. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 точка 𝑂—центр его описанной окруж-
ности,𝐻—основание высотыиз вершины𝐴. Пусть𝑃—произвольная точка



плоскости. Точка 𝑄 симметрична 𝑃 относительно 𝐴𝐵, точка 𝑅 симметрична
𝑄 относительно 𝐴𝐻, точка 𝑆 симметрична 𝑅 относительно 𝐴𝐶. Докажите,
что 𝑂𝑃 = 𝑂𝑆.

8. Каждый из узлов бесконечного листа клетчатой бумаги раскрашен в один
из двух цветов: чёрный или белый. Докажите, что существует бесконечное
одноцветное множество узлов, имеющее центр симметрии.
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Композиция поворотов

Факт. Пусть 𝐴 и 𝐵— две различные точки плоскости. Тогда

𝑅𝛽𝐵 ∘ 𝑅𝛼𝐴 = {𝑅
𝛼+𝛽
𝐶 , если 𝛼 + 𝛽 ≢ 0 (mod 360),

𝑇𝑣⃗, если 𝛼 + 𝛽 ≡ 0 (mod 360),

для некоторой точки 𝐶 и некоторого вектора ⃗𝑣.

Теорема Наполеона. На сторонах треугольника вовне построены правильные
треугольники. Тогда их центры образуют правильный треугольник.

1. На сторонах треугольника 𝐴𝐵𝐶 вовне построены равносторонние треуголь-
ники 𝐴𝐵𝐶1 и 𝐴𝐶𝐵1, а внутрь — равносторонний треугольник 𝐵𝐶𝐴1. Точка
𝑀 — центр треугольника 𝐵𝐶𝐴1. Докажите, что треугольник 𝐵1𝐶1𝑀 — рав-
нобедренный с углом 120∘.

2. На сторонах 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶
во внешнюю сторону построены квадраты
𝐴𝐵𝐿𝐾 и 𝐴𝐶𝑀𝑁 соответственно. Точка 𝐷 —
середина отрезка 𝐿𝑀. Найдите углы тре-
угольника 𝐵𝐶𝐷.

3. Круг поделили хордой 𝐴𝐵 на два круговых
сегмента и один из них повернули на неко-
торый угол вокруг точки 𝐴. Пусть при этом
повороте точка 𝐵 перешла в точку 𝐶. Дока-
жите, что отрезки, соединяющие середины
дуг сегментов с серединой отрезка 𝐵𝐶, пер-
пендикулярны друг другу.

Рис. 2: К задаче 5

4. Вписанная в треугольник 𝐴𝐵𝐶 окружность касается стороны 𝐵𝐶 в точке 𝐴1.
На биссектрисах углов 𝐵 и 𝐶 выбраны точки 𝑋 и 𝑌 соответственно так, что
∠𝑋𝐴1𝑌 = 90∘. Докажите, что ∠𝑋𝐴𝑌 = ∠𝐴

2
.

5. Насторонах выпуклого четырёхугольника внешнимобразомпостроеныквад-
раты.Докажите, что отрезки, соединяющиецентрыпротивоположныхквад-
ратов, равны и перпендикулярны.



6. На сторонах треугольника 𝐴𝐵𝐶 вне него построены треугольники 𝐴𝐵𝑃 и
𝐴𝐶𝑄 такие, что 𝐴𝑃 = 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 = 𝐴𝑄 и ∠𝐵𝐴𝑃 = ∠𝑄𝐴𝐶. Отрезки 𝑃𝐶 и 𝑄𝐵
пересекаются в точке 𝑅. Точка 𝑆—центр (𝐵𝑅𝐶). Докажите, что 𝐴𝑆 ⟂ 𝑃𝑄.

7. (Всерос-2021, 11-4) В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 биссектрисы 𝐴𝐴1 и 𝐶𝐶1 пересекают-
ся в точке 𝐼. Прямая, проходящая через точку 𝐵 параллельно 𝐴𝐶 пересекает
лучи 𝐴𝐴1 и 𝐶𝐶1 в точках 𝐴2 и 𝐶2 соответственно. Точка 𝑂𝑎 — центр описан-
ной окружности треугольника 𝐴𝐶1𝐶2, точка 𝑂𝑐 — центр описанной окруж-
ности треугольника 𝐶𝐴1𝐴2. Докажите, что ∠𝑂𝑎𝐵𝑂𝑐 = ∠𝐴𝐼𝐶.



[Московские сборы по математике] С.А. Губанов, А. В. Доледенок
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8–2 8 июня 2024 г.

Гомотетия

1. В трапеции 𝐴𝐵𝐶𝐷 (𝐴𝐷 ∥ 𝐵𝐶) диагонали пересекаются в точке 𝑂. Перпенди-
куляры, проведенные из точек 𝐵 и 𝐶 соответственно на 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷, пересека-
ются в точке𝑀, а перпендикуляры из 𝐴 и 𝐷 соответственно на 𝐵𝐷 и 𝐴𝐶— в
точке 𝐾. Докажите, что точки𝑀,𝐾 и 𝑂 лежат на одной прямой.

2. Лемма Архимеда. Пусть в окружности 𝜔 проведена хорда 𝐴𝐵, и ещё одна
окружность касается 𝜔 в точке 𝐶 и отрезка 𝐴𝐵 в точке 𝐷. Докажите, что пря-
мая 𝐶𝐷 проходит через середину дуги 𝐴𝐵, не содержащей 𝐶.

3. Вписанная окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶 касается его стороны 𝐵𝐶 в точ-
ке 𝐷. Пусть 𝐷𝑇 — диаметр вписанной окружности. Прямая 𝐴𝑇 пересекает
сторону 𝐵𝐶 в точке 𝑋 . Докажите, что 𝐵𝐷 = 𝐶𝑋 .

4. Дана трапеция𝐴𝐵𝐶𝐷 (𝐵𝐶 ∥ 𝐴𝐷 и𝐴𝐷 > 𝐵𝐶), в которой на основаниях выбра-
ны точки 𝐾 и 𝐿 так, что прямые𝐴𝐵, 𝐶𝐷 и 𝐾𝐿 пересекаются в одной точке. На
отрезке𝐾𝐿 выбраны такие точки 𝑃 и𝑄, что∠𝐴𝑄𝐷 = ∠𝐴𝐵𝐶 и∠𝐵𝑃𝐶 = ∠𝐵𝐴𝐷.
Докажите, что четырёхугольник 𝐴𝐵𝑃𝑄 вписанный.

5. Дан треугольник 𝐴𝐵𝐶, в котором 𝐴𝐵 ≠ 𝐴𝐶. Точка 𝐸 такова, что 𝐴𝐸 = 𝐵𝐸
и 𝐵𝐸 ⟂ 𝐵𝐶. Точка 𝐹 такова, что 𝐴𝐹 = 𝐶𝐹 и 𝐶𝐹 ⟂ 𝐵𝐶. Пусть 𝐷 — точка
пересечения касательной к описанной окружности 𝐴𝐵𝐶 в точке 𝐴 и прямой
𝐵𝐶. Докажите, что точки 𝐷, 𝐸, 𝐹 лежат на одной прямой.

6. Три равные окружности 𝜔1, 𝜔2 и 𝜔3 лежат внутри и касаются сторон тре-
угольника 𝐴𝐵𝐶: 𝜔1 сторон 𝐴𝐶 и 𝐴𝐵; 𝜔2 сторон 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶; 𝜔3 сторон 𝐴𝐶 и
𝐵𝐶. Оказалось, что они еще и имеют общую точку 𝑆. Докажите, что 𝑆 лежит
на прямой, проходящей через центры вписанной и описанной окружностей
треугольника 𝐴𝐵𝐶.

7. Дан выпуклый четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷. Прямая ℓ1 проходит через точку 𝐴
параллельно прямой 𝐶𝐷 и пересекает отрезок 𝐵𝐷 в точке 𝐸. Прямая ℓ2 про-
ходит через точку𝐷 параллельнопрямой𝐴𝐵 ипересекает отрезок𝐴𝐶 в точке
𝐹. Докажите, что 𝐸𝐹 ∥ 𝐵𝐶.

8. Окружность 𝜔 касается сторон 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶. Окружность 𝛺
касается стороны𝐴𝐶 ипродолжения стороны𝐴𝐵 за точку𝐵, а также касается
𝜔 в точке 𝐿, лежащей на стороне 𝐵𝐶. Прямая 𝐴𝐿 вторично пересекает 𝜔 и
𝛺 в точках 𝐾 и 𝑀 соответственно. Оказалось, что 𝐾𝐵 ∥ 𝐶𝑀. Докажите, что



треугольник 𝐿𝐶𝑀 равнобедренный.

9. Пусть 𝐶𝐸 — биссектриса в остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶. На внешней
биссектрисе угла 𝐴𝐶𝐵 отмечена точка𝐷, а на стороне 𝐵𝐶—точка 𝐹, причем
∠𝐵𝐴𝐷 = 90∘ = ∠𝐷𝐸𝐹. Докажите, что центр окружности, описанной около
треугольника 𝐶𝐸𝐹, лежит на прямой 𝐵𝐷.



[Московские сборы по математике] С.А. Губанов, А. В. Доледенок
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8–2 10 июня 2024 г.

Ещё чуть-чуть гомотетии

1. Соответствующие стороны неравных треугольников 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴1𝐵1𝐶1 попарно
параллельны. Докажите, что существует гомотетия, которая переводит один
треугольник в другой.

2. Вписанная окружность треугольника𝐴𝐵𝐶 касается сторон𝐴𝐵,𝐴𝐶, 𝐵𝐶 в точ-
ках𝐶′,𝐵′,𝐴′ соответственно. Точки𝐴1,𝐵1,𝐶1—серединыдуг𝐵𝐶,𝐴𝐶,𝐴𝐵 опи-
санной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶. Докажите, что прямые 𝐴1𝐴′, 𝐵1𝐵′,
𝐶1𝐶′ пересекаются в одной точке.

3. (а) Вписанная окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶 касается сторон 𝐴𝐶 и 𝐴𝐵 в
точках 𝐵0 и 𝐶0 соответственно. Биссектрисы углов 𝐵 и 𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶
пересекают серединный перпендикуляр к биссектрисе 𝐴𝐿 в точках𝑄 и 𝑃 со-
ответственно. Докажите, что прямые 𝑃𝐶0 и𝑄𝐵0 пересекаются на прямой 𝐵𝐶.
(б) В треугольнике провели биссектрису 𝐴𝐿. Точки 𝑂1 и 𝑂2 —центры опи-
санных окружностей треугольников 𝐴𝐵𝐿 и 𝐴𝐶𝐿 соответственно. Точки 𝐵1 и
𝐶1 — проекции вершин 𝐶 и 𝐵 на биссектрисы углов 𝐵 и 𝐶 соответственно.
Докажите, что прямые 𝑂1𝐶1 и 𝑂2𝐵1 пересекаются на прямой 𝐵𝐶.
(в) Докажите, что точки пересечения из предыдущих пунктов совпадают.



6. Комбинаторика



[Московские сборы по математике] А.Ю. Кушнир, С. К. Солопов, В. Д. Трещёв
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8 класс 3 июня 2024 г.

Прыжки по кругу
1. Данынатуральные числа 𝑛 и 𝑘, 𝑛 > 𝑘. На окружности отмечено 𝑛 точек, в од-

ной из которых изначально сидит кузнечик. Этот кузнечик может прыгать
вдоль окружности против часовой стрелки по отмеченным точкам, каждый
раз перепрыгивая через 𝑘 − 1 точку.

(а) Докажите, что кузнечик побывает во всех отмеченных точках тогда и
только тогда, когда НОД(𝑛, 𝑘) = 1.
(б) Назовём орбитой точки𝐴множество точек, достижимых из𝐴. Докажи-
те, что все отмеченные точки разбиваются на НОД(𝑛, 𝑘) попарно непересе-
кающихся одинаковых орбит.

2. По кругу лежат 99 карточек с числами от 1 до 99 в порядке возрастания по
часовой стрелке. Одна операция меняет местами две карточки, между кото-
рыми ровно (а) 29; (б) 30 других карточек. Можно ли такими операциями
упорядочить карточки в порядке возрастания против часовой стрелки?

3. На столе лежат два равных картонных правильных 101-угольника. Верши-
ны одного из них пронумерованы подряд числами от 0 до 100 в порядке об-
хода против часовой стрелки.
(а) Докажите, что вершинывторого 101-угольникаможно так занумеровать
числами от 0 до 100, что при любом наложении (без переворота) первого на
второй как минимум в одной вершине номера совпадут.
(б) Докажите, что число таких нумераций вершин второго многоугольника
не меньше 99. (Нумерации, совмещающиеся поворотом, считаем одинако-
выми.)
(в) Та же задача для двух 111-угольников. Можно ли вершины второго 111-
угольника занумеровать так, что при любомналожении (с переворотомили
без) первого на второй как минимум в одной вершине номера совпадут?



4. Окружность длины 𝑛 разделена точками на 𝑛 равных дуг. Кузнечик начина-
ет прыгать с некоторой точки и делает 𝑛 − 1 прыжков: на 1, на 2, …, на 𝑛 − 1
по часовой стрелке в некотором порядке. При каких 𝑛 кузнечик сможет по-
сетить все отмеченные точки?

5. Окружность длины 𝑛 разделена точками на 𝑛 равных дуг. Кузнечик начина-
ет прыгать с некоторой точки и делает 𝑛 − 1 прыжков: на 1, на 2, …, на 𝑛 − 1
по часовой стрелке в указанном порядке. При каких 𝑛 кузнечик побывает
во всех отмеченных точках?

6. Даны натуральные числа 𝑛 и 𝑘, 𝑘 < 𝑛. В фирме работают 𝑛 сотрудников, зар-
плата каждого из которых выражается натуральным числом рублей. Каж-
дый месяц начальник поднимает зарплату на 1 рубль некоторым 𝑘 сотруд-
никам. При каких 𝑛 и 𝑘 он сможет сделать все зарплаты равными вне зави-
симости от начального распределения зарплат?

7. На плоскости нарисован квадрат площади 1. Для каждой точки 𝑋 вне квад-
рата определимоперацию отраженияотносительноквадрата следующим
образом. Рассмотрим наименьший угол с вершиной 𝑋 , содержащий квад-
рат, и отразим 𝑋 относительно наиболее удаленной от 𝑋 общей точки квад-
рата и правого луча рассматриваемого угла (эта система называется внеш-
нимбильярдом).Периодом точкиназовемнаименьшее число отражений от-
носительно квадрата, необходимое для того, чтобы точка вернулась на свое
место. Обозначим через 𝑆(𝑛) площадь множества точек периода 𝑛.
(а) Докажите, что 𝑆(4) ⩾ 4 и 𝑆(8) ⩾ 8.
(б) Для каждого натурального 𝑛 найдите 𝑆(𝑛).

𝑋



[Московские сборы по математике] А.Ю. Кушнир, С. К. Солопов, В. Д. Трещёв
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8 класс 3 июня 2024 г.

Прыжки по кругу, добавка

8. На окружности длины 999 отмечены 999 точек, делящих ее на равные ду-
ги. В каждой отмеченной точке стоит фишка. Назовем расстоянием меж-
ду двумя точками длину меньшей дуги между этими точками. При каком
наибольшем 𝑛 можно переставить фишки так, чтобы в каждой отмеченной
точке было по фишке, а расстояние между любыми двумя фишками, изна-
чально удаленными не более, чем на 𝑛, увеличилось?

9. Петя как-то занумеровал вершины правильного 𝑛-угольника числами от 1
до 𝑛. Вася первым ходом ставит фишку в какую-то из вершин. Каждым по-
следующим ходом он может передвинуть фишку из вершины 𝐴 в верши-
ну 𝐵, если между ними не больше 9 других вершин и число в 𝐵 больше чис-
ла в𝐴. Какое наибольшее количество вершин гарантированно сможет посе-
тить Вася, как бы Петя ни нумеровал вершины, если 𝑛 = 1001?



[Московские сборы по математике] А.Ю. Кушнир, С. К. Солопов, В. Д. Трещёв
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8 класс 5 июня 2024 г.

Алгебраические конструкции
1. (а) Докажите, что в полном графе на 7 вершинах можно выделить несколь-

ко троек вершин так, что каждое ребро попадёт ровно в одну тройку.
(б) Докажите, что в полном графе на 13 вершинах можно выбрать несколь-
ко четвёрок вершин так, что каждое ребро попадёт ровно в одну четвёрку.

2. (а) В меню столовой есть 𝑛 салатов, 𝑛 супов и 𝑛 вторых блюд. Обед состоит
из салата, супа и второго блюда. Какое максимальное число обедов можно
устроить так, чтобы никакая пара блюд не повторилась?
(б) А теперь в меню есть 𝑛 десертов, и обед включает в себя ещё и десерт
(всего четыре блюда). Какое максимальное число обедов можно устроить
так, чтобы никакая тройка блюд не повторилась?
(в) Пусть 𝑛— нечётное число. Какое максимальное число обедов из четы-
рёх блюд можно устроить так, чтобы никакая пара блюд неповторилась?

3. В чемпионате по футболу участвуют 𝑛 > 1 команд. Нужно составить распи-
сание игр так, чтобы каждая команда сыграла с каждой и чтобы никакой
команде не пришлось играть две игры за день. Докажите, что
(а) если 𝑛 нечётно, то можно провести чемпионат за 𝑛 дней;
(б) если 𝑛 чётно, то можно провести чемпионат за 𝑛 − 1 день.

4. Алфавит состоитиз 𝑘 букв, словом считается любаяпоследовательностьиз𝑛
букв алфавита. Два слова похожи, если они различаются ровно в одной бук-
ве. В какое минимальное число цветов можно раскрасить все слова, так что-
бы любые два похожих слова были разного цвета?

5. При каких натуральных значениях 𝑛 все рёбра полного графа на 𝑛 вершинах
можно раскрасить в несколько цветов таким образом, чтобы рёбра каждо-
го цвета образовывали (а) путь; (б) цикл, проходящий по всем вершинам
ровно по одному разу?

6. Компания из 1024 друзей — завсегда́таи клуба интеллектуальных игр. На
каждую игру выставляется команда из четырёх человек. Какое минималь-
ное число игр потребуется друзьям для того, чтобы любые трое из них хотя
бы раз оказались в одной команде?

7. В турнире пошведкам участвовали 𝑛 спортсменов. В каждой игре одна пара
участников играла против другой пары. В конце турнира выяснилось, что
любые два участника ровно в одной игре оказывались соперниками. При
каких натуральных 𝑛 такое возможно?



[Московские сборы по математике] А.Ю. Кушнир, С. К. Солопов, В. Д. Трещёв
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8 класс 5 июня 2024 г.

Алгебраические конструкции, добавка
8. Докажите, в клетчатом квадрате 997 × 997 можно отметить 997 клеток так,

чтобыцентрыникаких трёх отмеченныхклетокнележалинаоднойпрямой.

9. В турнире по волейболу участвуют 16 команд. В один игровой день разреша-
ется выбрать 6 команд и провести среди них полный однокруговой турнир,
в результате которого каждая из 6 команд сыграет с каждой по одному разу.
Какое наименьшее число дней потребуется для того, чтобы каждая команда
успела сыграть с каждой по два раза?



[Московские сборы по математике] А.Ю. Кушнир, С. К. Солопов, В. Д. Трещёв
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8 класс 8 июня 2024 г.

Кооперативные стратегии
1. Каждому из 𝑛 мудрецов надевают колпак одного из 𝑛 цветов. Каждый муд-

рец видит колпаки других мудрецов, но не видит своего. Они должны одно-
временнопопытаться угадатьцвет своего колпака, написав егона бумажках.
Докажите, что мудрецы могут заранее договориться действовать так, чтобы
хотя бы один из них угадал, если (а) 𝑛 = 2; (б) 𝑛 = 3; (в) 𝑛— любое.

2. В сундуке 5 колпаков различных цветов. Из сундука вытащили три колпа-
ка и вслепую надели троим мудрецам. Мудрецы видят колпаки друг друга,
но не видят свой и одновременно пытаются его угадать. Могут ли мудрецы
договориться действовать так, чтобы гарантированно хотя бы один из них
угадывал?

3. Фокусник с помощником показывают фокус. Зритель выбирает любые две
из 13 стоящих в рядизначальнопустыхшкатулоки вприсутствиипомощни-
ка кладёт туда по гранате. Затем приходит фокусник. Помощник открывает
однушкатулку, в которой нет гранаты. Далее фокусник должен выбрать ещё
восемьшкатулок и одновременно открыть. Как фокуснику и помощнику до-
говориться так, чтобы все открытые шкатулки оказались пустые?

4. В сундуке лежат семь колпаков семи цветов радуги.Шестерым гномам всле-
пую надеваютшесть из них на головы. Каждый гном видит колпаки осталь-
ных гномов, но не видит свой. Гномы должны одновременно попытаться
угадать цвет оставшегося в сундуке колпака. Как гномам договориться зара-
нее так, чтобы как минимум трое всегда угадывали?

ıДаны натуральные числа 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛. Есть 𝑛 мудрецов, и мудрецу с номе-
ром 𝑖 на лоб пишут число от 1 до 𝑎𝑖. Все мудрецы видят числа всех других
мудрецов, но не видят своих. Они должны одновременно попытаться уга-
дать число на своём лбу. Обозначим 𝑆 = 1

𝑎1
+ 1
𝑎2

+ … + 1
𝑎𝑛
. Докажите, что

если



[Московские сборы по математике] А.Ю. Кушнир, С. К. Солопов, В. Д. Трещёв
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8 класс 8 июня 2024 г.

Решётки
Решёткойбудемназыватьмножество𝛬 всех точек сцелымикоординатамивнеко-
торой не обязательно прямоугольной системе координат. Иными словами, 𝛬—
решётка, если 𝛬 = {𝑂+𝑚𝑢⃗+𝑛 ⃗𝑣 |𝑚, 𝑛 ∈ ℤ} для некоторых неколлинеарных векто-
ров 𝑢⃗, ⃗𝑣 и точки 𝑂.

1. В вершинах некоторого квадрата сидит по одному кузнечику. Каждый миг
ровноодинкузнечикперепрыгиваетцентрально-симметричночерез какого-
то другого.
(а) Могут ли кузнечики когда-нибудь оказаться в вершинахменьшего квад-
рата, чем изначальный?
(б) Докажите, что если кузнечики вновь оказались в вершинах изначаль-
ного квадрата, то каждый вернулся именно на свою стартовую позицию.
(в) Могут ли кузнечики когда-нибудь оказаться в вершинах бо́льшего квад-
рата, чем изначальный?

2. Докажите, что влюбой (не обязательноквадратной) решёткеможновыбрать
три узла так, чтобы треугольник с вершинами в них не содержал других уз-
лов (даже на границе) и не имел тупых углов.

3. (а) Докажите, что среди любых пяти узлов клетчатой сетки найдутся два,
середина отрезка между которыми— тоже узел. (б) Для какого минималь-
ного 𝑘 среди любых 𝑘 узлов сетки из правильных шестиугольников найдут-
ся два, середина отрезка между которыми— тоже узел?



4. На плоскости расположено несколько одинаковых (а) квадратов; (б) пра-
вильных шестиугольников, соответственные стороны которых параллель-
ны друг другу. Докажите, что в плоскость можно вбить несколько точечных
гвоздей так, чтобы каждая фигура была прибита ровно одним гвоздем.
Условимся считать, что если гвоздь вбит в границу фигуры, то мы сами
решаем, прибита фигура этим гвоздём или нет.

5. На коодинатной плоскости отмечены две целые точки 𝐴 и 𝐵. Рассматрива-
ются всевозможные целые точки 𝑋 плоскости, для которых площадь тре-
угольника 𝐴𝐵𝑋 равна 1. Чему может быть равна сумма углов ∠𝐴𝑋𝐵 по всем
таким треугольникам?

6. Внутри правильного треугольника отмечена точка. Её отразили несколько
раз относительно сторон треугольника (в каком-то порядке), и она опять по-
пала внутрь треугольника. Докажите, что она вернулась на исходное место.

7. Из бумаги вырезана фигура площади строго меньше 1. Докажите, что фигу-
ру можно наложить на координатную плоскость так, чтобы внутри фигуры
не оказалось ни одной целой точки.

8. Дан бумажный треугольник площади 0.5, в котором длины всех трёх сторон,
возведённые в квадрат — целые числа.
(a) Докажите, что треугольник можно расположить на координатной плос-
кости так, чтобы его вершины оказались в целых точках.
(b)Докажите, что в треугольникможно завернуть квадрат площади 0.25 кле-
ток. Треугольник можно перегибать, но нельзя рвать. Квадрат должен быть
полностью завёрнут с обеих сторон.



Часть III

Группа 8–3



7. Алгебра



[Московские сборы по математике] Калиниченко И. А., Святный И. К.
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8-3 июнь 2024

Неравенство о средних

Определение. Выражения

𝑥1 + 𝑥2 +…+ 𝑥𝑛
𝑛 , 𝑛√𝑥1𝑥2…𝑥𝑛,

𝑛
1
𝑥1
+ 1

𝑥2
+…+ 1

𝑥𝑛

, √
𝑥21 + 𝑥22 +…+ 𝑥2𝑛

𝑛

называются соответственно среднимарифметическим, среднимгеометрическим,
средним гармоническими средним квадратическимнабора неотрицательных чи-
сел 𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑛.

Утверждается, что выполнено следующее неравенство:

√
𝑥21 + 𝑥22 +…+ 𝑥2𝑛

𝑛 ⩾ 𝑥1 + 𝑥2 +…+ 𝑥𝑛
𝑛 ⩾ 𝑛√𝑥1𝑥2…𝑥𝑛 ⩾

𝑛
1
𝑥1
+ 1

𝑥2
+…+ 1

𝑥𝑛

,

причём равенство достигается тогда и только тогда, когда все переменные равны
между собой.

В дальнейшем предполагается, что фигурирующие в задаче переменные веще-
ственные и положительные, если не обговорено иное.

1. (а) Докажите неравенство между средним арифметическими средним гео-
метрическим для 𝑛 = 2𝑘 переменных индукцией по 𝑘.
(б) Из неравенства между средним арифметическим и средним геометри-
ческим для 𝑛 выведите его для 𝑛 − 1 переменных.
(в) Докажите неравенство между средним геометрическим и средним гар-
моническим для 𝑛 переменных.
(г) Докажитенеравенствомежду среднимквадратическимисреднимариф-
метическим для 𝑛 переменных.

2. (а) Докажите, что 𝑎5 + 𝑏5 + 𝑐5 ⩾ 𝑎𝑏𝑐(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2),
(б) Найдите наименьшее возможное𝑀, такое что

𝑀(𝑎5 + 𝑏5 + 𝑐5) ⩾ 𝑎4𝑏 + 𝑏4𝑎 + 𝑐4𝑎 + 𝑎4𝑐 + 𝑏4𝑐 + 𝑐4𝑏

для любых 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0.

3. Докажите неравенство√𝑎 + 1 + √2𝑎 − 3 + √50 − 3𝑎 < 12.



4. Докажите, что 2√𝑎 + 33√𝑏 ⩾ 55√𝑎𝑏.

5. Найдите минимальное значение выражения 𝑎40 + 1
𝑎16

+ 2
𝑎4
+ 4

𝑎2
+ 8

𝑎
⩾ 16.

6. Даны вещественные 𝑥0 ⩾ 𝑥1 ⩾ ⋯ ⩾ 𝑥𝑛. Докажите, что

𝑥0 +
1

𝑥0 − 𝑥1
+ 1
𝑥1 − 𝑥2

+⋯+ 1
𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛

⩾ 𝑥𝑛 + 2𝑛.

7. Докажите, что 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ⩾ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐, если известно, что 𝑎𝑏𝑐 = 1.

8. Докажите, что для любого натурального 𝑛 верно (1 + 1
𝑛+1

)
𝑛+1

> (1 + 1
𝑛
)
𝑛
.



[Московские сборы по математике] Калиниченко И. А., Святный И. К.
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8 класс июнь 2024

Неравенство о средних. Добавка

1. Для натуральных чисел 𝑛 и𝑚 докажите неравенство

2𝑛+𝑚√𝑛2𝑚𝑚2𝑛 ⩽ 𝑛2 +𝑚2.

2. Числа 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 удовлетворяют соотношению

1
1 + 𝑎1

+ 1
1 + 𝑎2

+…+ 1
1 + 𝑎𝑛

= 1.

Докажите, что 𝑎1𝑎2…𝑎𝑛 ⩾ (𝑛 − 1)𝑛.

3. Числа 𝑎𝑖, 𝑖 = 0…2𝑛 − 1, 𝑛 ⩾ 4 удовлетворяют соотношениям

𝑎2𝑘 = 𝑎2𝑘−1 + 𝑎2𝑘+1, 𝑎2𝑘+1 =
1
𝑎2𝑘

+ 1
𝑎2𝑘+2

для 𝑘 = 0…𝑛 (индексы в этих соотношениях берутся по модулю 2𝑛). Дока-
жите, что все 𝑎𝑖 с чётными индексами 𝑖 равны между собой.



[Московские сборы по математике] Калиниченко И. А., Святный И. К.
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8-3 июнь 2024

Двигаем вдоль прямой

Основная мысль. Линейная функция 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏 заданная на отрезке [𝑎, 𝑏] дости-
гает своего максимума на концах отрезка.

1. Докажите, что вещественные числа 0 ⩽ 𝑎1, 𝑎2,…𝑎𝑛 ⩽ 1 удовлетворяют нера-
венству 𝑎1 + 𝑎2 +…+ 𝑎𝑛 − 2𝑎1𝑎2…𝑎𝑛 ⩽ 𝑛 − 1.

2. Для положительных вещественных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝑘 удовлетворяющих
равенству 𝑎 + 𝐴 = 𝑏 + 𝐵 = 𝑐 + 𝐶 = 𝑘, докажите, что 𝑎𝐵 + 𝑏𝐶 + 𝑐𝐴 ⩽ 𝑘2.

3. Найдитемаксимальное значение суммы 𝑎1(1−𝑎2)+𝑎2(1−𝑎3)+…+𝑎𝑛(1−𝑎1),
если 1

2
⩽ 𝑎1, 𝑎2,…𝑎𝑛 ⩽ 1

4. Для положительных вещественных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 ⩾ 1 докажите, что 𝑥𝑦+𝑥𝑧+
𝑦𝑧 ⩽ 2𝑥𝑦𝑧 + 1.

5. Докажите, что площадь треугольника, лежащего внутри единичного квад-
рата, не превосходит 1/2.

6. Для неотрицательных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 докажите неравенство

min{(𝑥 − 𝑦)2, (𝑦 − 𝑧)2, (𝑥 − 𝑧)2} ⩽ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
2 .

Подсказка: докажите для начала, что одно из чисел можно сделать равным
нулю.

7. Для положительных чисел 𝑎, 𝑏 и 𝑐 докажите, что

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐 ⩾ 2(𝑎 − 𝑏)(𝑏 − 𝑐).

8. На плоскости с введённой декартовой системой координат 𝑂𝑥𝑦 нарисован
многоугольник. Рассматривается некоторое выражение вида 𝑧 = 𝑎𝑥+𝑏𝑦, где
𝑎, 𝑏—константы, а точка (𝑥, 𝑦) лежит внутри многоугольника (возможно на
границе). Докажите, что максимум этого выражения достигается в верши-
нах многоугольника.

9. Михаил пошёл на рынок покупать раков. У местного продавца можно ку-
пить либо больших раков по 5 рублей, либо маленьких по 3. Михаил хочет
купить не менее 15, но не более 25 раков, причём разница между количе-
ством больших и маленьких раков не должна превышать по модулю 7. Как
ему потратить как можно больше денег?



[Московские сборы по математике] Калиниченко И. А., Святный И. К.
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8-3 июнь 2024

МетодШтурма

1. Что происходит с выражениями 𝑎 + 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛, 𝑎−1 + 𝑏−1, где 𝑛— нату-
ральное, при сближении двух положительных чисел 𝑎 и 𝑏 (а) при фикси-
рованной сумме 𝑎 + 𝑏, (б) при фиксированном произведении 𝑎𝑏?

2. С помощью метода Штурма докажите неравенство о средних между
(а) средним квадратическим и средним арифметическим,
(б) средним геометрическим и средним гармоническим.

3. Пусть 𝑔 среднее геометрическое чисел положительных чисел 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛.
Докажите неравенство

(1 + 𝑎1)(1 + 𝑎2)… (1 + 𝑎𝑛) ⩾ (1 + 𝑔)𝑛.

4. Найдите наибольшее значение выражения√1 + 5𝑥+√1 + 5𝑦+√1 + 5𝑧, если
сумма положительных чисел 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 равна 1.

5. Сумма неотрицательных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 равна 4. Докажите неравенство

(𝑎2 + 𝑏2)𝑐𝑑 + (𝑐2 + 𝑑2)𝑎𝑏 ⩽ 4.

6. Даны положительные числа 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 с суммой равной 1. Докажите, что
(а) (1 − 𝑎1)(1 − 𝑎2)… (1 − 𝑎𝑛) ⩾ 𝑎1𝑎2…𝑎𝑛(𝑛 − 1)𝑛,
(б) (1 + 𝑎1)(2 + 𝑎2)… (𝑛 + 𝑎𝑛) ⩽ 2𝑛!.

7. (а) Положительные числа 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 таковы, что 𝑎𝑖 < 1 при 𝑖 = 1,… , 𝑛.
Докажите, что

1
1 + 𝑎1

+ 1
1 + 𝑎2

+…+ 1
1 + 𝑎𝑛

⩽ 𝑛
1 + 𝑛√𝑎1𝑎2…𝑎𝑛

.

(б) Что произойдёт с неравенством, если заменить требование 𝑎𝑖 < 1 на
𝑎𝑖 > 1?

8. Докажите, что 0 ⩽ 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 − 2𝑥𝑦𝑧 ⩽ 7
27
при 𝑥, 𝑦, 𝑧 ⩾ 0 и 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1.
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МетодШтурма. Добавка

1. Для неотрицательных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 с суммой равной 3 докажите, что

𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑎 ⩽ 4.

2. Произведение положительных чисел 𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛 равно 1. Докажите нера-
венство

𝑛
∑
𝑘=1

1
(𝑛 − 1) + 𝑥𝑘

⩽ 1.

3. Вещественные числа 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 при 𝑛 > 3 таковы, что

𝑎1 + 𝑎2 +…+ 𝑎𝑛 ⩾ 𝑛, 𝑎21 + 𝑎22 +…+ 𝑎2𝑛 ⩾ 𝑛2.

Докажите, что max{𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛} ⩾ 2.



[Московские сборы по математике] Калиниченко И. А., Святный И. К.
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Неравенство Коши-Буняковского-Шварца

Неравенство КБШ. Для любых вещественных чисел 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 и 𝑏1, 𝑏2,… , 𝑏𝑛
выполнено неравенство

(𝑎21 + 𝑎22 +…+ 𝑎2𝑛)(𝑏21 + 𝑏22 +…+ 𝑏2𝑛) ⩾ (𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 +…+ 𝑎𝑛𝑏𝑛)2

1. Для положительных вещественных чисел докажите неравенство

(𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 +…+ 𝑎𝑛𝑏𝑛) (
𝑎1
𝑏1

+ 𝑎2
𝑏2

+…+ 𝑎𝑛
𝑏𝑛
) ⩾ (𝑎1 + 𝑎2 +…+ 𝑎𝑛)2.

2. Используя КБШ докажите неравенство между средним квадратическим и
средним арифметическим, а такжемежду средним арифметическими сред-
ним гармоническим.

3. Лемма Титу (КБШдля дробей).Для вещественных чисел 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛 и ве-
щественных положительных чисел 𝑏1, 𝑏2,… , 𝑏𝑛 докажите, что

𝑎21
𝑏1

+ 𝑎22
𝑏2

+…+ 𝑎2𝑛
𝑏𝑛

⩾ (𝑎1 + 𝑎2 +…+ 𝑎𝑛)2
𝑏1 + 𝑏2 +…+ 𝑏𝑛

.

4. Для положительных вещественных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 докажите, что
(а) 1

𝑎+𝑏
+ 1

𝑏+𝑐
+ 1

𝑎+𝑐
⩾ 9

2(𝑎+𝑏+𝑐)
,

(б) 𝑎2(𝑏+𝑐)
𝑏𝑐

+ 𝑏2(𝑎+𝑐)
𝑎𝑐

+ 𝑐2(𝑎+𝑏)
𝑎𝑏

⩾ 2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐).

(в) (𝑎+𝑏)2

𝑎2+𝑏2+2𝑐2
+ (𝑏+𝑐)2

𝑏2+𝑐2+2𝑎2
+ (𝑐+𝑎)2

𝑐2+𝑎2+2𝑏2
⩽ 3,

5. Прикаких значенияхпеременных (𝑥, 𝑦, 𝑧) достигаетсяминимумвыражения
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, если известно, что 3𝑥 − 4𝑦 + 5𝑧 = 5?

6. Для положительных чисел 𝑎 и 𝑏 докажите, что 𝑎3+𝑏3 > 𝑎2+𝑏2, если извест-
но, что 𝑎2 + 𝑏2 > 𝑎 + 𝑏.

7. НеравенствоНесбитта.Для положительных вещественных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 до-
кажите, что 𝑎

𝑏+𝑐
+ 𝑏

𝑐+𝑎
+ 𝑐

𝑎+𝑏
⩾ 3

2

8. Докажите, что√𝑥 + 𝑥𝑦𝑧 ⩾ √𝑥 − 1 + √𝑦 − 1 + √𝑧 − 1.



[Московские сборы по математике] Калиниченко И. А., Святный И. К.
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Неравенства

Везде в задачах предполагается, что числа вещественные и положительные, если
отдельно не обговорено иное.

1. Для неотрицательного числа 𝑥 докажите, что

1 + 𝑥𝑛+1 ⩾ (2𝑥)𝑛
(1 + 𝑥)𝑛−1 .

2. Докажите, что для любых положительных чисел 𝑎1,…𝑎𝑛 выполнено нера-
венство

(1 + 𝑎21
𝑎2
) (1 + 𝑎22

𝑎3
)…(1 + 𝑎2𝑛

𝑎1
) ⩾ (1 + 𝑎1)(1 + 𝑎2)… (1 + 𝑎𝑛)

3. Известно, что 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 3. Докажите, что

𝑎
1 + 𝑏2 +

𝑏
1 + 𝑐2 +

𝑐
1 + 𝑎2 ⩾

3
2 .

4. Дан треугольник со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐. Докажите, что

(𝑎 + 𝑏)(𝑏 + 𝑐)(𝑐 + 𝑎) ⩾ 8(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐 − 𝑎)(𝑎 + 𝑐 − 𝑏).

5. Для чисел 𝑎 ⩾ 𝑏 ⩾ 𝑐 ⩾ 𝑑 докажите неравенство

4√𝑎𝑏𝑐𝑑 ⩽ √√𝑎𝑏𝑐𝑑 + 3
16 (𝑐 − 𝑑)2 ⩽ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑

4 .

6. Числа 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 удовлетворяют неравенству 2(𝑎+𝑏+𝑐+𝑑) ⩾ 𝑎𝑏𝑐𝑑. Докажите,
что 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 ⩾ 𝑎𝑏𝑐𝑑

7. Докажите следующее неравенство:

𝑎3 + 3𝑏3
5𝑎 + 𝑏 + 𝑏3 + 3𝑐3

5𝑏 + 𝑐 + 𝑐3 + 3𝑎3
5𝑐 + 𝑎 ⩾ 2

3(𝑎
2 + 𝑏2 + 𝑐2).

8. Произведение чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 равно 1. Докажите, что

(𝑎 − 1 + 1
𝑏) (𝑏 − 1 + 1

𝑐 ) (𝑐 − 1 + 1
𝑎) ⩽ 1.



9. Произведение чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 равно 1. Докажите, что 1
𝑎3(𝑏+𝑐)

+ 1
𝑏3(𝑐+𝑎)

+ 1
𝑐3(𝑎+𝑏)

⩾
3
2
.

10. Докажите следующее неравенство:

(𝑥5 − 𝑥2 + 3)(𝑦5 − 𝑦2 + 3)(𝑧5 − 𝑧2 + 3) ⩾ (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)3.



8. Геометрия
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Движения

1. В выпуклом четырёхугольнике𝐴𝐵𝐶𝐷 углы𝐴и𝐷 равны𝛼, а серединные пер-
пендикуляры к сторонам 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 пересекаются на стороне 𝐴𝐷. Найдите
угол между диагоналями 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷.

2. Две окружности равного радиуса касаются в точке 𝑃. Из неё выпущены два
перпендикулярных луча, один из которых пересекает первую окружность
в точке 𝐴, а другой — вторую окружность в точке 𝐵. Докажите, что длина
отрезка 𝐴𝐵 равна диаметру каждой из окружностей.

3. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведена биссектриса 𝐴𝐿. Серединный перпендику-
ляр к отрезку 𝐴𝐿 пересекает (𝐴𝐵𝐶) в точках 𝑃 и𝑄. Докажите, что (𝑃𝑄𝐿) каса-
ется отрезка 𝐵𝐶.

4. На диагонали 𝐴𝐶 квадрата 𝐴𝐵𝐶𝐷 взята точка 𝑃. Высоты треугольника 𝐶𝑃𝐷
пересекаются в точке 𝐻. Точки 𝑀 и 𝑁 — середины отрезков 𝐴𝐷 и 𝐶𝐷 соот-
ветственно. Докажите, что прямые 𝑃𝑀 и 𝑁𝐻 перпендикулярны.

5. Настороне𝐵𝐶 прямоугольника𝐴𝐵𝐶𝐷 вовненегопостроен треугольник𝑃𝐵𝐶.
Докажите, что перпендикуляры, опущенные из точки𝐴 на𝐶𝑃, из точки𝐷 на
𝐵𝑃 и из точки 𝑃 на 𝐴𝐷, пересекаются в одной точке.

6. Дан параллелограмм 𝐴𝐵𝐶𝐷, отличный от ромба. На сторонах 𝐵𝐶 и 𝐶𝐷 вы-
бираются точки 𝑃 и𝑄 такие, что 𝐶𝑃 = 𝐶𝑄. Докажите, что окружности (𝐴𝑃𝑄)
проходят через фиксированную точку, отличную от 𝐴.

7. В треугольник вписана окружность и к ней проведены касательные, парал-
лельные сторонам треугольника и отличные от сторон. Докажите, что про-
тиволежащие стороны образовавшегося шестиугольника попарно равны, а
три большие диагонали пересекаются в одной точке.

8. Точка𝑀—середина основания 𝐵𝐶 равнобедренного треугольника 𝐴𝐵𝐶. На
продолжении отрезков 𝐴𝐶 и 𝐵𝐶 выбраны точки 𝐷 и 𝐸 соответственно так,
что 𝐶𝑀 = 𝐶𝐷 и 𝐴𝐶 = 𝐶𝐸. Докажите, что окружности (𝐴𝐵𝐸) и (𝐶𝐷𝑀) каса-
ются.

9. Четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 вписан в окружность 𝜔. Точки 𝐸 и 𝐹 симметричны
точке𝐴 относительно середин сторон 𝐵𝐶 и𝐶𝐷. Окружность (𝐶𝐸𝐹) вторично
пересекает 𝜔 в точке 𝑋 . Докажите, что 𝐴𝑋 — диаметр 𝜔.



10. Даны два одинаково ориентированных квадрата 𝐴𝐵𝐶𝐷 и 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 (то есть
при обходе по часовой стрелке вершины идут в соответствующем порядке).
Докажите, что середины отрезков 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1, 𝐷𝐷1 образуют квадрат.



[Московские сборы по математике] С.А. Губанов, А. В. Доледенок
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Композиция движений

Скользящая симметрия—это композиция осевой симметрии относительно пря-
мой ℓ и параллельного переноса на вектор, параллельный ℓ.

Пример. Если прямые ℓ1 и ℓ2 пересекаются под углом 𝜑, то композиция 𝑆ℓ2 ∘ 𝑆ℓ1
является поворотом на угол 2𝜑 относительно точки пересечения прямых.

1. Прямые ℓ1 и ℓ2 параллельны. Чему равна композиция 𝑆ℓ2 ∘ 𝑆ℓ1? А 𝑆ℓ1 ∘ 𝑆ℓ2?
Указание. Тут (да и в следующей задаче) полезно ввести координаты, чтобы
не страдать с перебором случаев.

2. (а) Чему равна композиция 𝑇𝑣⃗ ∘ 𝑆ℓ, если ⃗𝑣 перпендикулярен ℓ?
(б) Чему равна композиция 𝑇𝑣⃗ ∘ 𝑆ℓ, если ⃗𝑣 не параллелен ℓ?

3. (а) Верно ли, что любой поворот и любой параллельный перенос можно
представить как композицию двух осевых симметрий? Единственно ли та-
кое представление?
(б) Посмотрите на предыдущий пункт и найдите композиции 𝑇𝑣⃗ ∘ 𝑅

𝜑
𝑂 и

𝑅𝜑𝑂 ∘ 𝑇𝑣⃗.

4. Даны пересекающиеся прямые ℓ и 𝑚. Найдите все движения 𝐹 такие, что
𝑆ℓ ∘ 𝐹 = 𝑆𝑚.

5. (а) Даны два треугольника 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴1𝐵1𝐶1. Докажите, что существует не бо-
лее одного движения, которое переводит один треугольник в другой (соот-
ветственные вершины— в соответственные).
(б) Докажите, что любое движение можно представить как композициюне
более чем трёх симметрий.
(в) Теорема Шаля. Докажите, что любое движение плоскости — это ли-
бо поворот, либо параллельный перенос, либо симметрия, либо скользящая
симметрия.

Треугольники𝐴𝐵𝐶 и𝐴1𝐵1𝐶1 называются одинаково ориентированными, если об-
ходы вершин 𝐴 → 𝐵 → 𝐶 → 𝐴 и 𝐴1 → 𝐵1 → 𝐶1 → 𝐴1 происходят либо оба по часо-
вой стрелке, либо оба против часовой стрелки. Важное наблюдение: скользящая
симметрия меняет ориентацию, а поворот и параллельный перенос — нет.

6. Треугольники 𝐴1𝐵1𝐶1 и 𝐴2𝐵2𝐶2 равны и противоположно ориентированы.
Докажите, что середины отрезков𝐴1𝐴2, 𝐵1𝐵2 и 𝐶1𝐶2 лежат на одной прямой.



7. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 точка 𝑂—центр его описанной окруж-
ности,𝐻—основание высотыиз вершины𝐴. Пусть𝑃—произвольная точка
плоскости. Точка 𝑄 симметрична 𝑃 относительно 𝐴𝐵, точка 𝑅 симметрична
𝑄 относительно 𝐴𝐻, точка 𝑆 симметрична 𝑅 относительно 𝐴𝐶. Докажите,
что 𝑂𝑃 = 𝑂𝑆.

8. Каждый из узлов бесконечного листа клетчатой бумаги раскрашен в один
из двух цветов: чёрный или белый. Докажите, что существует бесконечное
одноцветное множество узлов, имеющее центр симметрии.
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[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8–3 6 июня 2024 г.

Композиция поворотов

Факт. Пусть 𝐴 и 𝐵— две различные точки плоскости. Тогда

𝑅𝛽𝐵 ∘ 𝑅𝛼𝐴 = {𝑅
𝛼+𝛽
𝐶 , если 𝛼 + 𝛽 ≢ 0 (mod 360∘),

𝑇𝑣⃗, если 𝛼 + 𝛽 ≡ 0 (mod 360∘),

для некоторой точки 𝐶 и некоторого вектора ⃗𝑣.

Теорема Наполеона. На сторонах треугольника вовне построены правильные
треугольники. Тогда их центры образуют правильный треугольник.

1. С центрами в точках 𝐴 и 𝐵 сделали повороты на некоторые углы. Определи-
те, какимидолжныбыть композиции, чтобыцентрыполученныхповоротов
совпадали с точками 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹 (см. рисунок).

Рис. 3: К задаче 1 Рис. 4: К задаче 5

2. Вшестиугольнике𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 выполнены равенства𝐴𝐵 = 𝐴𝐹, 𝐵𝐶 = 𝐶𝐷,𝐷𝐸 =
𝐸𝐹 и сумма углов 𝐴, 𝐶, 𝐸 равна 360∘. Докажите, что углы треугольника 𝐴𝐶𝐸
в два раза меньше соответствующих углов 𝐴, 𝐶, 𝐸 шестиугольника.

3. На сторонах треугольника 𝐴𝐵𝐶 вовне построены равносторонние треуголь-
ники 𝐴𝐵𝐶1 и 𝐴𝐶𝐵1, а внутрь — равносторонний треугольник 𝐵𝐶𝐴1. Точка
𝑀 — центр треугольника 𝐵𝐶𝐴1. Докажите, что треугольник 𝐵1𝐶1𝑀 — рав-
нобедренный с углом 120∘.

4. На сторонах 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 во внешнюю сторону построены
квадраты 𝐴𝐵𝐿𝐾 и 𝐴𝐶𝑀𝑁 соответственно. Точка 𝐷 — середина отрезка 𝐿𝑀.
Найдите углы треугольника 𝐵𝐶𝐷.



5. Кругподелилихордой𝐴𝐵 надва круговых сегментаиодинизнихповернули
нанекоторыйугол вокруг точки𝐴. Пусть при этомповороте точка𝐵 перешла
в точку 𝐶. Докажите, что отрезки, соединяющие середины дуг сегментов с
серединой отрезка 𝐵𝐶, перпендикулярны друг другу.

6. Вписанная в треугольник 𝐴𝐵𝐶 окружность касается стороны 𝐵𝐶 в точке 𝐴1.
На биссектрисах углов 𝐵 и 𝐶 выбраны точки 𝑋 и 𝑌 соответственно так, что
∠𝑋𝐴1𝑌 = 90∘. Докажите, что ∠𝑋𝐴𝑌 = ∠𝐴

2
.
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Гомотетия

1. В трапеции 𝐴𝐵𝐶𝐷 (𝐴𝐷 ∥ 𝐵𝐶) диагонали пересекаются в точке 𝑂. Перпенди-
куляры, проведенные из точек 𝐵 и 𝐶 соответственно на 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷, пересека-
ются в точке𝑀, а перпендикуляры из 𝐴 и 𝐷 соответственно на 𝐵𝐷 и 𝐴𝐶— в
точке 𝐾. Докажите, что точки𝑀,𝐾 и 𝑂 лежат на одной прямой.

2. Четырёхугольник диагоналями разрезан на четыре треугольника. Докажи-
те, что точки пересечения медиан этих треугольников расположены в вер-
шинах некоторого параллелограмма.

3. Точки 𝐾 и 𝐿 на сторонах соответственно 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 остроугольного треуголь-
ника 𝐴𝐵𝐶 таковы, что 𝐾𝐿 ∥ 𝐵𝐶; 𝑀 –- точка пересечения перпендикуляров,
восстановленных в точках 𝐾 и 𝐿 к отрезкам 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶. Докажите, что точки
𝐴,𝑀 и центр 𝑂 описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶 лежат на одной
прямой.

4. Лемма Архимеда. Пусть в окружности 𝜔 проведена хорда 𝐴𝐵, и ещё одна
окружность касается 𝜔 в точке 𝐶 и отрезка 𝐴𝐵 в точке 𝐷. Докажите, что пря-
мая 𝐶𝐷 проходит через середину дуги 𝐴𝐵, не содержащей 𝐶.

5. Внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶 выбрана точка 𝑋 . Докажите, что прямые, прохо-
дящие через середины сторон 𝐴𝐵,𝐴𝐶, 𝐵𝐶 параллельно прямым 𝐶𝑋, 𝐵𝑋, 𝐴𝑋
соответственно, пересекаются в одной точке.

6. Вписанная окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶 касается его стороны 𝐵𝐶 в точ-
ке 𝐷. Пусть 𝐷𝑇 — диаметр вписанной окружности. Прямая 𝐴𝑇 пересекает
сторону 𝐵𝐶 в точке 𝑋 . Докажите, что 𝐵𝐷 = 𝐶𝑋 .

7. Дан треугольник 𝐴𝐵𝐶, в котором 𝐴𝐵 ≠ 𝐴𝐶. Точка 𝐸 такова, что 𝐴𝐸 = 𝐵𝐸
и 𝐵𝐸 ⟂ 𝐵𝐶. Точка 𝐹 такова, что 𝐴𝐹 = 𝐶𝐹 и 𝐶𝐹 ⟂ 𝐵𝐶. Пусть 𝐷 — точка
пересечения касательной к описанной окружности 𝐴𝐵𝐶 в точке 𝐴 и прямой
𝐵𝐶. Докажите, что точки 𝐷, 𝐸, 𝐹 лежат на одной прямой.

8. Три равные окружности 𝜔1, 𝜔2 и 𝜔3 лежат внутри и касаются сторон тре-
угольника 𝐴𝐵𝐶: 𝜔1 сторон 𝐴𝐶 и 𝐴𝐵; 𝜔2 сторон 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶; 𝜔3 сторон 𝐴𝐶 и
𝐵𝐶. Оказалось, что они еще и имеют общую точку 𝑆. Докажите, что 𝑆 лежит
на прямой, проходящей через центры вписанной и описанной окружностей
треугольника 𝐴𝐵𝐶.



9. Окружность 𝜔 касается сторон 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶. Окружность 𝛺
касается стороны𝐴𝐶 ипродолжения стороны𝐴𝐵 за точку𝐵, а также касается
𝜔 в точке 𝐿, лежащей на стороне 𝐵𝐶. Прямая 𝐴𝐿 вторично пересекает 𝜔 и
𝛺 в точках 𝐾 и 𝑀 соответственно. Оказалось, что 𝐾𝐵 ∥ 𝐶𝑀. Докажите, что
треугольник 𝐿𝐶𝑀 равнобедренный.



[Московские сборы по математике] С.А. Губанов, А. В. Доледенок
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8–3 10 июня 2024 г.

Гомотетия. Добавка

1. Соответствующие стороны неравных треугольников 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴1𝐵1𝐶1 попарно
параллельны. Докажите, что существует гомотетия, которая переводит один
треугольник в другой.

2. Вписанная окружность треугольника𝐴𝐵𝐶 касается сторон𝐴𝐵,𝐴𝐶, 𝐵𝐶 в точ-
ках𝐶′,𝐵′,𝐴′ соответственно. Точки𝐴1,𝐵1,𝐶1—серединыдуг𝐵𝐶,𝐴𝐶,𝐴𝐵 опи-
санной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶. Докажите, что прямые 𝐴1𝐴′, 𝐵1𝐵′,
𝐶1𝐶′ пересекаются в одной точке.

3. Дана трапеция𝐴𝐵𝐶𝐷 (𝐵𝐶 ∥ 𝐴𝐷 и𝐴𝐷 > 𝐵𝐶), в которой на основаниях выбра-
ны точки 𝐾 и 𝐿 так, что прямые𝐴𝐵, 𝐶𝐷 и 𝐾𝐿 пересекаются в одной точке. На
отрезке𝐾𝐿 выбраны такие точки 𝑃 и𝑄, что∠𝐴𝑄𝐷 = ∠𝐴𝐵𝐶 и∠𝐵𝑃𝐶 = ∠𝐵𝐴𝐷.
Докажите, что четырёхугольник 𝐴𝐵𝑃𝑄 вписанный.

4. Дан выпуклый четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷. Прямая ℓ1 проходит через точку 𝐴
параллельно прямой 𝐶𝐷 и пересекает отрезок 𝐵𝐷 в точке 𝐸. Прямая ℓ2 про-
ходит через точку 𝐷 параллельно прямой 𝐴𝐵 и пересекает отрезок 𝐴𝐶 в точ-
ке 𝐹. Докажите, что 𝐸𝐹 ∥ 𝐵𝐶.

5. Пусть 𝐶𝐸 — биссектриса в остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶. На внешней
биссектрисе угла 𝐴𝐶𝐵 отмечена точка𝐷, а на стороне 𝐵𝐶—точка 𝐹, причем
∠𝐵𝐴𝐷 = 90∘ = ∠𝐷𝐸𝐹. Докажите, что центр окружности, описанной около
треугольника 𝐶𝐸𝐹, лежит на прямой 𝐵𝐷.



9. Комбинаторика



[Московские сборы по математике] А.Ю. Кушнир, С. К. Солопов, В. Д. Трещёв
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8 класс 3 июня 2024 г.

Прыжки по кругу
1. Данынатуральные числа 𝑛 и 𝑘, 𝑛 > 𝑘. На окружности отмечено 𝑛 точек, в од-

ной из которых изначально сидит кузнечик. Этот кузнечик может прыгать
вдоль окружности против часовой стрелки по отмеченным точкам, каждый
раз перепрыгивая через 𝑘 − 1 точку.

(а) Докажите, что кузнечик побывает во всех отмеченных точках тогда и
только тогда, когда НОД(𝑛, 𝑘) = 1.
(б) Назовём орбитой точки𝐴множество точек, достижимых из𝐴. Докажи-
те, что все отмеченные точки разбиваются на НОД(𝑛, 𝑘) попарно непересе-
кающихся одинаковых орбит.

2. По кругу лежат 99 карточек с числами от 1 до 99 в порядке возрастания по
часовой стрелке. Одна операция меняет местами две карточки, между кото-
рыми ровно (а) 29; (б) 30 других карточек. Можно ли такими операциями
упорядочить карточки в порядке возрастания против часовой стрелки?

3. На столе лежат два равных картонных правильных 101-угольника. Верши-
ны одного из них пронумерованы подряд числами от 0 до 100 в порядке об-
хода против часовой стрелки.
(а) Докажите, что вершинывторого 101-угольникаможно так занумеровать
числами от 0 до 100, что при любом наложении (без переворота) первого на
второй как минимум в одной вершине номера совпадут.
(б) Докажите, что число таких нумераций вершин второго многоугольника
не меньше 99. (Нумерации, совмещающиеся поворотом, считаем одинако-
выми.)
(в) Та же задача для двух 111-угольников. Можно ли вершины второго 111-
угольника занумеровать так, что при любомналожении (с переворотомили
без) первого на второй как минимум в одной вершине номера совпадут?



4. Окружность длины 𝑛 разделена точками на 𝑛 равных дуг. Кузнечик начина-
ет прыгать с некоторой точки и делает 𝑛 − 1 прыжков: на 1, на 2, …, на 𝑛 − 1
по часовой стрелке в некотором порядке. При каких 𝑛 кузнечик сможет по-
сетить все отмеченные точки?

5. Окружность длины 𝑛 разделена точками на 𝑛 равных дуг. Кузнечик начина-
ет прыгать с некоторой точки и делает 𝑛 − 1 прыжков: на 1, на 2, …, на 𝑛 − 1
по часовой стрелке в указанном порядке. При каких 𝑛 кузнечик побывает
во всех отмеченных точках?

6. Даны натуральные числа 𝑛 и 𝑘, 𝑘 < 𝑛. В фирме работают 𝑛 сотрудников, зар-
плата каждого из которых выражается натуральным числом рублей. Каж-
дый месяц начальник поднимает зарплату на 1 рубль некоторым 𝑘 сотруд-
никам. При каких 𝑛 и 𝑘 он сможет сделать все зарплаты равными вне зави-
симости от начального распределения зарплат?

7. На плоскости нарисован квадрат площади 1. Для каждой точки 𝑋 вне квад-
рата определимоперацию отраженияотносительноквадрата следующим
образом. Рассмотрим наименьший угол с вершиной 𝑋 , содержащий квад-
рат, и отразим 𝑋 относительно наиболее удаленной от 𝑋 общей точки квад-
рата и правого луча рассматриваемого угла (эта система называется внеш-
нимбильярдом).Периодом точкиназовемнаименьшее число отражений от-
носительно квадрата, необходимое для того, чтобы точка вернулась на свое
место. Обозначим через 𝑆(𝑛) площадь множества точек периода 𝑛.
(а) Докажите, что 𝑆(4) ⩾ 4 и 𝑆(8) ⩾ 8.
(б) Для каждого натурального 𝑛 найдите 𝑆(𝑛).

𝑋



[Московские сборы по математике] А.Ю. Кушнир, С. К. Солопов, В. Д. Трещёв
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8 класс 3 июня 2024 г.

Прыжки по кругу, добавка

8. На окружности длины 999 отмечены 999 точек, делящих ее на равные ду-
ги. В каждой отмеченной точке стоит фишка. Назовем расстоянием меж-
ду двумя точками длину меньшей дуги между этими точками. При каком
наибольшем 𝑛 можно переставить фишки так, чтобы в каждой отмеченной
точке было по фишке, а расстояние между любыми двумя фишками, изна-
чально удаленными не более, чем на 𝑛, увеличилось?

9. Петя как-то занумеровал вершины правильного 𝑛-угольника числами от 1
до 𝑛. Вася первым ходом ставит фишку в какую-то из вершин. Каждым по-
следующим ходом он может передвинуть фишку из вершины 𝐴 в верши-
ну 𝐵, если между ними не больше 9 других вершин и число в 𝐵 больше чис-
ла в𝐴. Какое наибольшее количество вершин гарантированно сможет посе-
тить Вася, как бы Петя ни нумеровал вершины, если 𝑛 = 1001?



[Московские сборы по математике] А.Ю. Кушнир, С. К. Солопов, В. Д. Трещёв
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8 класс 5 июня 2024 г.

Алгебраические конструкции
1. (а) Докажите, что в полном графе на 7 вершинах можно выделить несколь-

ко троек вершин так, что каждое ребро попадёт ровно в одну тройку.
(б) Докажите, что в полном графе на 13 вершинах можно выбрать несколь-
ко четвёрок вершин так, что каждое ребро попадёт ровно в одну четвёрку.

2. (а) В меню столовой есть 𝑛 салатов, 𝑛 супов и 𝑛 вторых блюд. Обед состоит
из салата, супа и второго блюда. Какое максимальное число обедов можно
устроить так, чтобы никакая пара блюд не повторилась?
(б) А теперь в меню есть 𝑛 десертов, и обед включает в себя ещё и десерт
(всего четыре блюда). Какое максимальное число обедов можно устроить
так, чтобы никакая тройка блюд не повторилась?
(в) Пусть 𝑛— нечётное число. Какое максимальное число обедов из четы-
рёх блюд можно устроить так, чтобы никакая пара блюд неповторилась?

3. В чемпионате по футболу участвуют 𝑛 > 1 команд. Нужно составить распи-
сание игр так, чтобы каждая команда сыграла с каждой и чтобы никакой
команде не пришлось играть две игры за день. Докажите, что
(а) если 𝑛 нечётно, то можно провести чемпионат за 𝑛 дней;
(б) если 𝑛 чётно, то можно провести чемпионат за 𝑛 − 1 день.

4. Алфавит состоитиз 𝑘 букв, словом считается любаяпоследовательностьиз𝑛
букв алфавита. Два слова похожи, если они различаются ровно в одной бук-
ве. В какое минимальное число цветов можно раскрасить все слова, так что-
бы любые два похожих слова были разного цвета?

5. При каких натуральных значениях 𝑛 все рёбра полного графа на 𝑛 вершинах
можно раскрасить в несколько цветов таким образом, чтобы рёбра каждо-
го цвета образовывали (а) путь; (б) цикл, проходящий по всем вершинам
ровно по одному разу?

6. Компания из 1024 друзей — завсегда́таи клуба интеллектуальных игр. На
каждую игру выставляется команда из четырёх человек. Какое минималь-
ное число игр потребуется друзьям для того, чтобы любые трое из них хотя
бы раз оказались в одной команде?

7. В турнире пошведкам участвовали 𝑛 спортсменов. В каждой игре одна пара
участников играла против другой пары. В конце турнира выяснилось, что
любые два участника ровно в одной игре оказывались соперниками. При
каких натуральных 𝑛 такое возможно?



[Московские сборы по математике] А.Ю. Кушнир, С. К. Солопов, В. Д. Трещёв
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8 класс 5 июня 2024 г.

Алгебраические конструкции, добавка
8. Докажите, в клетчатом квадрате 997 × 997 можно отметить 997 клеток так,

чтобыцентрыникаких трёх отмеченныхклетокнележалинаоднойпрямой.

9. В турнире по волейболу участвуют 16 команд. В один игровой день разреша-
ется выбрать 6 команд и провести среди них полный однокруговой турнир,
в результате которого каждая из 6 команд сыграет с каждой по одному разу.
Какое наименьшее число дней потребуется для того, чтобы каждая команда
успела сыграть с каждой по два раза?



[Московские сборы по математике] А.Ю. Кушнир, С. К. Солопов, В. Д. Трещёв
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8 класс 8 июня 2024 г.

Кооперативные стратегии
1. Каждому из 𝑛 мудрецов надевают колпак одного из 𝑛 цветов. Каждый муд-

рец видит колпаки других мудрецов, но не видит своего. Они должны одно-
временнопопытаться угадатьцвет своего колпака, написав егона бумажках.
Докажите, что мудрецы могут заранее договориться действовать так, чтобы
хотя бы один из них угадал, если (а) 𝑛 = 2; (б) 𝑛 = 3; (в) 𝑛— любое.

2. В сундуке 5 колпаков различных цветов. Из сундука вытащили три колпа-
ка и вслепую надели троим мудрецам. Мудрецы видят колпаки друг друга,
но не видят свой и одновременно пытаются его угадать. Могут ли мудрецы
договориться действовать так, чтобы гарантированно хотя бы один из них
угадывал?

3. Фокусник с помощником показывают фокус. Зритель выбирает любые две
из 13 стоящих в рядизначальнопустыхшкатулоки вприсутствиипомощни-
ка кладёт туда по гранате. Затем приходит фокусник. Помощник открывает
однушкатулку, в которой нет гранаты. Далее фокусник должен выбрать ещё
восемьшкатулок и одновременно открыть. Как фокуснику и помощнику до-
говориться так, чтобы все открытые шкатулки оказались пустые?

4. В сундуке лежат семь колпаков семи цветов радуги.Шестерым гномам всле-
пую надеваютшесть из них на головы. Каждый гном видит колпаки осталь-
ных гномов, но не видит свой. Гномы должны одновременно попытаться
угадать цвет оставшегося в сундуке колпака. Как гномам договориться зара-
нее так, чтобы как минимум трое всегда угадывали?

ıДаны натуральные числа 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛. Есть 𝑛 мудрецов, и мудрецу с номе-
ром 𝑖 на лоб пишут число от 1 до 𝑎𝑖. Все мудрецы видят числа всех других
мудрецов, но не видят своих. Они должны одновременно попытаться уга-
дать число на своём лбу. Обозначим 𝑆 = 1

𝑎1
+ 1
𝑎2

+ … + 1
𝑎𝑛
. Докажите, что

если



[Московские сборы по математике] А.Ю. Кушнир, С. К. Солопов, В. Д. Трещёв
[2 июня – 12 июня 2024 г.] группа 8 класс 9 июня 2024 г.

Решётки
Решёткойбудемназыватьмножество𝛬 всех точек сцелымикоординатамивнеко-
торой не обязательно прямоугольной системе координат. Иными словами, 𝛬—
решётка, если 𝛬 = {𝑂+𝑚𝑢⃗+𝑛 ⃗𝑣 |𝑚, 𝑛 ∈ ℤ} для некоторых неколлинеарных векто-
ров 𝑢⃗, ⃗𝑣 и точки 𝑂.

1. В вершинах некоторого квадрата сидит по одному кузнечику. Каждый миг
ровноодинкузнечикперепрыгиваетцентрально-симметричночерез какого-
то другого.
(а) Могут ли кузнечики когда-нибудь оказаться в вершинахменьшего квад-
рата, чем изначальный?
(б) Докажите, что если кузнечики вновь оказались в вершинах изначаль-
ного квадрата, то каждый вернулся именно на свою стартовую позицию.
(в) Могут ли кузнечики когда-нибудь оказаться в вершинах бо́льшего квад-
рата, чем изначальный?

2. (а) Докажите, что среди любых пяти узлов клетчатой сетки найдутся два,
середина отрезка между которыми— тоже узел. (б) Для какого минималь-
ного 𝑘 среди любых 𝑘 узлов сетки из правильных шестиугольников найдут-
ся два, середина отрезка между которыми— тоже узел?

3. На плоскости расположено несколько одинаковых (а) квадратов; (б) пра-
вильных шестиугольников, соответственные стороны которых параллель-
ны друг другу. Докажите, что в плоскость можно вбить несколько точечных



гвоздей так, чтобы каждая фигура была прибита ровно одним гвоздем.
Условимся считать, что если гвоздь вбит в границу фигуры, то мы сами
решаем, прибита фигура этим гвоздём или нет.

4. На коодинатной плоскости отмечены две целые точки 𝐴 и 𝐵. Рассматрива-
ются всевозможные целые точки 𝑋 плоскости, для которых площадь тре-
угольника 𝐴𝐵𝑋 равна 1. Чему может быть равна сумма углов ∠𝐴𝑋𝐵 по всем
таким треугольникам?

5. Внутри правильного треугольника отмечена точка. Её отразили несколько
раз относительно сторон треугольника (в каком-то порядке), и она опять по-
пала внутрь треугольника. Докажите, что она вернулась на исходное место.

6. Из бумаги вырезана фигура площади строго меньше 1. Докажите, что фигу-
ру можно наложить на координатную плоскость так, чтобы внутри фигуры
не оказалось ни одной целой точки.

7. Дан бумажный треугольник площади 0.5, в котором длины всех трёх сторон,
возведённые в квадрат — целые числа.
(а) Докажите, что в любой (не обязательно квадратной) решётке можно вы-
брать три узла так, чтобы треугольник с вершинами в них не содержал дру-
гих узлов (даже на границе) и не имел тупых углов.
(б) Докажите, что бумажный треугольник можно расположить на коорди-
натной плоскости так, чтобы его вершины оказались в целых точках.
(в) Докажите, что в бумажный треугольник можно завернуть квадрат пло-
щади 0.25 клеток. Треугольник можно перегибать, но нельзя рвать. Квадрат
должен быть полностью завёрнут с обеих сторон.
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