
Декабрьская программа в «Сириусе», ключевые теория и
задачи

Ниже представлены теория и задачи со сборов, которыемы считаем самыми важ-
ными. Тем, кто не был на сборах, рекомендуется самостоятельно изучить их для
полноценной дальнейшей работына кружке. Полныематериалы сборов выложе-
ны на странице кружка.

Теория

Алгебра

1. Неравенства средних, доказательство для 2, 3, 4 переменных.

Геометрия

1. Про четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 известно, что ∠𝐴𝐵𝐷 = ∠𝐶𝐵𝐷, 𝐴𝐷 = 𝐶𝐷. Тогда
𝐴𝐵𝐶𝐷— либо дельтоид, либо вписанный.

2. Отражение ортоцентра относительно стороны и середины стороны. Рассто-
яние от вершины до ортоцентра вдвое больше, чем расстояние от центра
описанной окружности до соответствующей стороны. Окружность Эйлера.

3. Лемма о трезубце, внешняя лемма о трезубце.

4. Метрические критерии вписанности и касания.

Комбинаторика

1. Ориентированные графы. Компонента сильной связности, структура связ-
ного, но не сильно связного графа.

2. Турниры. Существование гамильтонова пути, существование гамильтонова
цикла в сильно связном турнире.

3. Существование 𝑛-угольника с вершинами в данных 𝑛 точках общего поло-
жения. Два доказательства: через процесс уменьшения длины, через упоря-
дочивание.

4. Выпуклость. Три эквивалентных определения выпуклого многоугольника.
Выпуклая оболочка, доказательство её существования.
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Задачи

Алгебра

1. Длины сторон многоугольника равны 𝑎1, 𝑎2, …, 𝑎𝑛. Квадратный трёхчлен
𝑓(𝑥) таков, что

𝑓(𝑎1) = 𝑓(𝑎2 + 𝑎3 +…+ 𝑎𝑛).

Докажите, что если 𝐴— сумма длин нескольких сторон этого многоуголь-
ника, а 𝐵— сумма длин оставшихся, то 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐵).

2. Можно ли выбрать 100 последовательных чётных чисел и разбить их на па-
ры (𝑎1, 𝑏1), (𝑎2, 𝑏2), …, (𝑎50, 𝑏50) так, чтобы каждый из 50 трёхчленов

𝑥2 + 𝑎1𝑥 + 𝑏1, 𝑥2 + 𝑎2𝑥 + 𝑏2, … , 𝑥2 + 𝑎50𝑥 + 𝑏50

имел целые корни?

3. Даны три квадратных трёхчлена с попарно различными старшими коэффи-
циентами, графики любых двух из которых имеют ровно одну общую точку.
Докажите, что все три графика имеют общую точку.

Геометрия

1. Высоты 𝐵𝐵1 и 𝐶𝐶1 остроугольного неравнобедренного треугольника 𝐴𝐵𝐶
пересекаются в точке 𝐻. Описанная окружность треугольника 𝐴𝐵1𝐶1 пере-
секает описанную окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶 вторично в точке 𝐾. Дока-
жите, что прямая 𝐾𝐻 делит отрезок 𝐵𝐶 пополам.

2. Отрезок, соединяющий середины меньших дуг 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 описанной окруж-
ности треугольника 𝐴𝐵𝐶, пересекает стороны 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 в точках 𝑃 и 𝑄 соот-
ветственно. Докажите, что 𝐴𝑃𝐼𝑄 — ромб, где 𝐼 — центр вписанной окруж-
ности треугольника 𝐴𝐵𝐶.

3. Из точки 𝑃 вне окружности 𝜔 с центром в точке 𝑂 проведены касательные
𝑃𝐴 и 𝑃𝐵 к окружности 𝜔 (𝐴 и 𝐵—точки касания), а также через точку 𝑃 про-
ведена секущая, пересекающая окружность 𝜔 в точках 𝐶 и 𝐷. Докажите, что
середина отрезка 𝐴𝐵 лежит на описанной окружности треугольника 𝐶𝑂𝐷.

4. Востроугольномнеравнобедренномтреугольнике𝐴𝐵𝐶 высоты𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1
пересекаются в точке𝐻, а точка𝑂—центр описанной окружности𝐴𝐵𝐶. До-
кажите, что точка, симметричная𝐴 относительно𝐵1𝐶1, лежит на описанной
окружности треугольника 𝐴1𝑂𝐻.



5. Внутри параллелограмма 𝐴𝐵𝐶𝐷 отмечена точка 𝑃 такая, что∠𝐵𝐴𝑃 = ∠𝐵𝐶𝑃.
Докажите, что ∠𝐶𝐵𝑃 = ∠𝐶𝐷𝑃.

Комбинаторика

1. Про связный ориентированный граф известно, что если мы выйдем из лю-
бой вершины 𝐴 по любому ребру, то потом сможем вернуться по ребрам в
вершину 𝐴. Докажите, что граф сильно связный.

2. Докажите, что из сильно связного турнира можно удалить вершину так, что
он останется сильно связным.

3. На плоскости расположены 5 точек общего положения. Докажите, что 4 из
них являются вершинами выпуклого многоугольника.


