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По сюжету всему свету

1. Еще один признак вписанности. Про четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 известно,
что ∠𝐴𝐵𝐷 = ∠𝐶𝐵𝐷, 𝐴𝐷 = 𝐶𝐷, 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐶. Докажите, что этот четырехуголь-
ник вписан в окружность.

2. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 точка 𝐼 является центром вписанной окружности. Се-
рединный перпендикуляр к биссектрисе 𝐴𝐴1 пересекает биссектрисы углов
𝐵 и 𝐶 в точках 𝑋 и 𝑌 соответственно. Докажите, что точки 𝐴, 𝐼, 𝑋, 𝑌 лежат на
одной окружности.

3. Отражение ортоцентра.Пусть𝐻—ортоцентр треугольника𝐴𝐵𝐶. Докажи-
те, что:
(а) Точка, симметричная𝐻 относительно прямой 𝐴𝐶, лежит на описанной
окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶;
(б) Точка, симметричная 𝐻 относительно середины стороны 𝐴𝐶, лежит на
описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶, причем является диаметрально
противоположной точке 𝐵.

4. В остроугольном треугольнике𝐴𝐵𝐶 отмечен ортоцентр𝐻 и середина𝑀 сто-
роны 𝐵𝐶. Прямая, проходящая через𝐻 и перпендикулярная𝐻𝑀, пересекает
стороны 𝐴𝐶, 𝐴𝐵 в точках 𝐵1, 𝐶1. Докажите, что точка 𝐻— середина отрезка
𝐵1𝐶1.

5. (а) Лемма о трезубце. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 точка 𝐼 — центр вписанной
окружности, а точка 𝐽𝐴 — центр вневписанной окружности, касающейся
стороны 𝐵𝐶. Точка 𝑊 — середина меньшей дуги 𝐵𝐶 описанной окружно-
сти треугольника 𝐴𝐵𝐶. Докажите, что𝑊𝐵 = 𝑊𝐶 = 𝑊𝐼 = 𝑊𝐽𝐴.
(б) Внешняя лемма о трезубце. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 точки 𝐽𝐵, 𝐽𝐶 — цен-
тры вневписанных окружностей, касающихся сторон𝐴𝐶 и𝐴𝐵 соответствен-
но. Точка 𝑁 — середина большей дуги 𝐵𝐶 (т.е. дуги, содержащей точку 𝐴).
Докажите, что 𝑁𝐵 = 𝑁𝐶 = 𝑁𝐽𝐵 = 𝑁𝐽𝐶 .

6. Биссектриса угла 𝐴 неравнобедренного треугольника 𝐴𝐵𝐶 повторно пере-
секает его описанную окружность в точке 𝐷. Окружность с центром в точке
𝐷 и радиусом𝐷𝐶 повторно пересекает 𝐴𝐶 в точке 𝐵′. Прямая 𝐵𝐵′ пересекает
описанную окружность в точке 𝐸. Докажите, что 𝐵′ является ортоцентром
треугольника 𝐴𝐸𝐷.



7. Окружность Эйлера. Рассмотрим остроугольный треугольник 𝐴𝐵𝐶 с высо-
тами 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1, пересекающимися в точке 𝐻. Пусть 𝐴2, 𝐵2, 𝐶2 середины
сторон𝐵𝐶,𝐴𝐶, 𝐴𝐵 соответственно, а𝐴3, 𝐵3, 𝐶3 серединыотрезков𝐴𝐻, 𝐵𝐻, 𝐶𝐻.
Тогда точки 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3, 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 лежат на одной окружности.
(а) Докажите теорему с помощью отражений ортоцентра.
(б) Докажите теорему с помощью лемм о трезубце.

8. В окружность вписан четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷. Отметили центры окружно-
стей, вписанных в треугольники 𝐵𝐶𝐷,𝐶𝐷𝐴,𝐷𝐴𝐵, 𝐴𝐵𝐶. Докажите, что отме-
ченные точки являются вершинами прямоугольника.

9. Дан выпуклый четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷, в котором ∠𝐷𝐴𝐵 = 90∘, а 𝑀 — се-
редина стороны 𝐵𝐶. Оказалось, что ∠𝐴𝐷𝐶 = ∠𝐵𝐴𝑀. Докажите, что ∠𝐴𝐷𝐵 =
∠𝐶𝐴𝑀.


