
[ЦПМ, кружок по математике, 7 класс] A.A.Соколов, Ф. Е. Вылегжанин, М.A. Ложкин,
Е. А. Лычагина, И.Н.Михайлов, В.И. Ретинский

[2023-2024 уч. г.]

Программа зачёта кружка в ЦПМ, 7 класс, 2023-2024
Почти ко всем вопросам прикреплена ссылка на листик, в рамках которого этот вопрос раз-
бирался. Но что-то разбиралось на программе в Сириусе, к этим вопросам прикреплена
ссылка на другие источники.

Во всех теоретических вопросах нужно знать не только формулировку, но и доказательство.
Все задачи были выданы и разобраны на занятиях кружка.

Теория

Алгебра
1. Числа сочетаний. Алгебраическая формула для чисел сочетаний. БиномНьютона. Вы-

числение суммы
𝑛
∑
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛 . Листик, разбор.

2. Принципматематическойиндукции. Формула для суммыпервых чисел/квадратов чи-
сел натурального ряда. Листик.

3. Сравнения по модулю, основные свойства сравнений. Листик.

4. НОД натуральных чисел. Алгоритм Евклида. Лемма о линейном разложении НОД.
Листик, Сириус.Курсы.

5. Доказательство основной теоремы арифметики. Доказательство.

6. Обратные остатки. Теорема Вильсона. Листик, Сириус.Курсы 1, Сириус Курсы 2.

7. Степень вхождения двойки в сумму и произведение двух чисел. Степень вхождения
двойки в 𝑛!. Листик, разбор.

8. Числа Фибоначчи. Сумма первых чисел Фибоначчи. Фибоначчиева система счисле-
ния. Листик.

9. Системы счисления по натуральному основанию 𝑏 > 1. Листик.

Геометрия
1. Против большей стороны треугольника лежит больший угол и наоборот. Неравенство

треугольника. Листик

2. Средняя линия треугольника, трапеции. Листик.

3. Параллелограмм Вариньона. Листик, разбор.

4. Выражение угловмеждубиссектрисами (внутренними/внешними) через углытреуголь-
ника. Листик, разбор.
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5. Выражение отрезков касательных из вершин треугольника ко вписанной и вневпи-
санным окружностям через стороны треугольника. Листик, разбор.

6. Определение выпуклойфигурына плоскости. Сумма внутреннихи внешних углов вы-
пуклого многоугольника. Листик, разбор.

Комбинаторика
1. Принцип зацикливания, принцип зацикливания без предпериода, примеры. Листик.

2. Деревья: эквивалентные определения и основные свойства. Остовное дерево, суще-
ствование остовного дерева в связном графе. Листик.

3. Подвешивание за вершину.Структура графапослеподвешивания: какие вершинывхо-
дят в 𝑘-ый уровень, какие вершины могут быть соединены ребром. Листик, Сири-
ус.Курсы.

4. Критерий двудольности графа. Листик, Сириус.Курсы.

5. Критерии существования эйлерова цикла и эйлерова пути в графе. Листик.

6. Метод математической индукции. База, предположение, переход индукции.

Задачи

Алгебра

1. Найдите последнюю цифру числа 777
7
. Листик, разбор.

2. На доске выписаны числа
1
1 ,

1
2 , … , 1𝑛 .

Разрешается стереть любые два числа 𝑎 и 𝑏 и заменить их на число 𝑎𝑏 + 𝑎 + 𝑏. Какие
числа могут остаться после 𝑛 − 1 такой операции? Листик, разбор.

3. Докажите, что для любых натуральных чисел 𝑎 и 𝑏 выполняется неравенство

𝑆(𝑎𝑏) ⩽ 𝑆(𝑎) ⋅ 𝑆(𝑏),

где 𝑆(𝑛) обозначает сумму цифр натурального числа 𝑛. Листик, разбор.

4. Из чисел от 1 до 2𝑛 выбрано 𝑛 + 1 число. Докажите, что среди выбранных чисел най-
дутся два, одно из которых делится на другое. Листик, разбор.

5. Ненулевое вещественное число 𝑥 таково, что число 𝑥 + 1
𝑥
является целым. Докажите,

что число 𝑥𝑛 + 1
𝑥𝑛

также является целым для любого натурального 𝑛. Листик, разбор.

6. ПлемяМумбо-Юмборешило выпустить в обращение денежныекупюрыдостоинством
𝑎 мумбов и 𝑏 мумбов, причём НОД(𝑎, 𝑏) = 1. Докажите, что любую сумму, большую
𝑎𝑏 − 𝑎 − 𝑏 мумбов, можно заплатить без сдачи. Листик, решение.
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7. Целые числа 𝑥 и 𝑦 таковы, что 23𝑥+30𝑦 даёт остаток 1 при делениина 91. Какой остаток
при делении на 91 даёт 𝑥 + 29𝑦? Листик, решение.

8. Докажите, что если простое число 𝑝 ≠ 3 является делителем числа вида 𝑎2 + 9 для
некоторого целого 𝑎, то𝑝 является делителем числа вида 𝑐2+1 для некоторого целого 𝑐.
Листик, решение.

9. Даны натуральные числа 𝑎 и 𝑏, причём 𝑎 < 1000. Докажите, что если 𝑎21 делится на
𝑏10, то 𝑎2 делится на 𝑏. Листик, разбор.

10. На доске написано натуральное число 𝑛. Каждую минуту число на доске стирают и
вместо него записывают 𝑛/2, если число было чётным, или 3𝑛 + 1, если число было
нечётным. Докажите, что в этой последовательности обязательно встретится число,
делящееся на 4. Листик, разбор.

11. Докажите, что сумма ста последовательных чисел Фибоначчи не является числом Фи-
боначчи. Листик.

12. Решите в целых числах уравнение 2𝑥𝑦 − 𝑥 + 𝑦 = 10 Листик, разбор.

13. Докажите, что из набора 0, 1, 2,… , 3𝑘–1 можно выбрать 2𝑘 чисел так, чтобы никакое из
них не являлось средним арифметическим двух других выбранных чисел. Листик.

Геометрия
1. Пусть 𝑀 — середина стороны 𝐵𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶. Докажите, что 2𝐴𝑀 ⩽ 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶.

Сириус.Курсы.

2. На стороне 𝐴𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 выбрали точки 𝑃 и𝑄 такие, что 𝐵𝐴 = 𝐴𝑃 и 𝐶𝐵 = 𝐶𝑄.
Пусть 𝐼 — точка пересечения биссектрис треугольника 𝐴𝐵𝐶. Докажите, что треуголь-
ник 𝐼𝑃𝑄 равнобедренный. Листик, разбор.

3. Внутри острого угла с вершиной в точке𝑂 отмечены точки𝑀 и𝑁, а на сторонах угла—
точки 𝑃 и𝑄 такие, что∠𝑀𝑂𝑃 = ∠𝑁𝑂𝑄 и точка𝑂 лежит на биссектрисах внешних углов
при вершинах 𝑃 и𝑄 треугольников𝑀𝑃𝑁 и𝑀𝑄𝑁 соответственно. Докажите, что длины
ломаных𝑀𝑃𝑁 и𝑀𝑄𝑁 равны. Сириус.Курсы.

4. В треугольниках 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴1𝐵1𝐶1 известно, что 𝐴𝐵 = 𝐴1𝐵1, 𝐵𝐶 = 𝐵1𝐶1, а угол 𝐵 меньше
угла 𝐵1. Докажите, что 𝐴𝐶 < 𝐴1𝐶1. Листик, разбор.

5. Выпуклый многоугольник𝑀 лежит внутри выпуклого многоугольника 𝑁. Докажите,
что периметр𝑀 не больше периметра 𝑁. Листик, разбор.

6. На гипотенузе𝐴𝐶 прямоугольного треугольника𝐴𝐵𝐶 выбрана такая точка𝐷, что 𝐵𝐶 =
𝐶𝐷. На катете 𝐵𝐶 взята такая точка 𝐸, что𝐷𝐸 = 𝐶𝐸. Докажите равенство𝐴𝐷+𝐵𝐸 = 𝐷𝐸.
Листик, разбор.

7. В четырёхугольнике𝐴𝐵𝐶𝐷, противоположные стороны которого не параллельны, точ-
ка 𝐸— середина 𝐴𝐵, 𝐹 — середина 𝐶𝐷. Докажите, что середины отрезков 𝐴𝐹, 𝐶𝐸, 𝐵𝐹
и 𝐷𝐸 являются вершинами параллелограмма. Листик, разбор.
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8. На сторонах треугольника𝐴𝐵𝐶 внешним образом построены правильные треугольни-
ки 𝐴1𝐵𝐶, 𝐵1𝐴𝐶 и 𝐶1𝐴𝐵. Докажите, что 𝐴𝐴1 = 𝐵𝐵1 = 𝐶𝐶1. Листик, разбор

9. На сторонах 𝐵𝐶 и 𝐶𝐷 квадрата 𝐴𝐵𝐶𝐷 взяты точки𝑀 и 𝑁 соответственно, причём
(а) ∠𝑀𝐴𝑁 = ∠𝑁𝐴𝐷. Докажите, что 𝐵𝑀 + 𝐷𝑁 = 𝐴𝑀.
(б) ∠𝑀𝐴𝑁 = 45∘. Докажите, что 𝐵𝑀 + 𝐷𝑁 = 𝑀𝑁.
Листик, разбор.

10. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 с углом 𝐵, равным 120∘, проведены биссектрисы 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1 и 𝐶𝐶1.
Докажите, что ∠𝐴1𝐵1𝐶1 = 90∘. Листик, разбор.

11. Накакоенаименьшее количество треугольниковможноразрезать (не обязательнодиа-
гоналями) выпуклый 𝑛-угольник? Листик, разбор.

Комбинаторика
1. В графе степень каждой вершины равна трём, и любые две несоседние вершины име-

ют общего соседа. Какое максимальное количество вершин может быть в этом графе?
Листик, разбор.

2. Дано натуральное число 𝑛. Докажите, что

(𝐶0
𝑛)

2 + (𝐶1
𝑛)

2 +…+ (𝐶𝑛
𝑛 )

2 = 𝐶𝑛
2𝑛.

Листик, разбор.

3. На плоскости дано 2𝑁 точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой, 𝑁
из них окрашены в красный цвет, остальные в синий. Докажите, что эти точки мож-
но соединить 𝑁 непересекающимися отрезками, каждый из которых будет соединять
красную точку с синей. Листик, разбор.

4. Сколько существует слов длины 𝑛, состоящих только из букв 𝐴 и 𝐵, у которых в записи
(а) нет двух букв 𝐵 подряд?
(б) количество букв 𝐵 не превосходит номера самой первой буквы 𝐵?
Листик, разбор.

5. За круглымстолом сидит чётное количество чебурашек. У каждогоизних есть несколь-
ко шариков, причём у любых двух рядом сидящих чебурашек количество шариков от-
личается не больше, чемна 1. Докажите, что найдется пара чебурашек, сидящихнапро-
тив друг друга, у которых количествошариков отличается не больше, чем на 1. Листик,
разбор.

6. В одну из голов стоглавого дракона пришла мысль расположить свои головы так, что-
бы каждая находилась между двумя другими. Сможет ли он это сделать? (Головы дра-
кона можно считать точками в пространстве.) Листик, разбор.

7. Тетрадный лист раскрасили в 23 цвета по клеткам. Пара цветов называется хорошей,
если существуют две соседние клетки, закрашенные этими цветами. Каково мини-
мальное число хороших пар? Листик, разбор.
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https://www.youtube.com/watch?v=L_cl2Fjll2Q
https://math.mosolymp.ru/upload/files/2024/khamovniki/7/2023-10-21-choose.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=YbvD0FgyuEA&list=PL5598_9NFak5xwb3Znoj1xagV8fGYiKsG&index=3
https://math.mosolymp.ru/upload/files/2024/khamovniki/7/2024-04-20-semiinvariant.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=3WLogYd9B1I
https://math.mosolymp.ru/upload/files/2024/khamovniki/7/2024-02-10-combfibonacci.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=NA36V21VUq0
https://math.mosolymp.ru/upload/files/2024/khamovniki/7/2023-10-17-discrete_continuity.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=-PNBWi-j1GE&list=PL5598_9NFak5CKCV1LSyWJFLYO9-duGt7&index=5
https://math.mosolymp.ru/upload/files/2024/khamovniki/7/2023-10-28-principle-of-extreme.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=RU-dhXGanVE&list=PL5598_9NFak4CI2eYYHTu5ZR7TvyNwRQa&index=2
https://math.mosolymp.ru/upload/files/2024/khamovniki/7/2024-03-30-mixture-of-squares.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=YjVHtPTieFc&feature=youtu.be


8. Имеется шоколадка𝑚× 𝑛. За один ход можно съесть дольку, а также все дольки, кото-
рые находятся выше, правее, а также выше и правее выбранной. Проигрывает тот, кто
откусывает последнююдольку. Кто выигрывает при правильной игре? Листик, разбор.

9. Два игрока по очереди закрашивают клетки поля𝑚×𝑛, каждый своимцветом. Своими
первыми ходами они закрашивают противоположные угловые клетки. Далее каждый
ведёт свою «змейку», всякий раз закрашивая клетку, соседнюю по стороне с той, что
он красил предыдущим ходом. «Змейкам» соперников запрещено соприкасаться по
стороне клетки. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто победит в этой игре,
как бы ни играл его партнёр, если а)𝑚 = 𝑛 = 9; б)𝑚 = 9, 𝑛 = 10? Листик, разбор.

10. Том Сойер и Гекльберри Финн красят забор из 20 досок. Каждый по очереди красит
одну из досок (любую по своему выбору) в синий или зелёный цвет. Начинает Том.
Когда весь забор покрашен, подсчитывают число 𝑛 изменений цвета (то есть границ,
где синий цвет сменяется зелёным и наоборот) и Гекльберри отдаёт Тому 𝑛 фантиков.
Какое наименьшее количество фантиков будет вынужден отдать Гекльберри? Листик,
разбор.

11. Каждому из 𝑛 мудрецов надевают колпак одного из 𝑛 цветов. Каждый мудрец видит
колпаки всех других мудрецов, но не видит своего. Они должны одновременно попы-
таться угадать цвет своего колпака, написав его на бумажках. Докажите, что мудрецы
могут заранее договориться действовать так, чтобы хотя бы один из них угадал. Ли-
стик, разбор.

12. Даны натуральные числа 𝑛 и 𝑘, 𝑛 > 𝑘. На окружности отмечены 𝑛 точек, в одной из
которых изначально сидит кузнечик. Кузнечик умеет прыгать против часовой стрелки
из одной отмеченной точки в другую, каждый раз перелетая через 𝑘 − 1 отмеченную
точку.
(а) Докажите, что кузнечик побывает во всех отмеченных точках тогда и только тогда,
когда НОД(𝑛, 𝑘) = 1.
(б) Назовём орбитой точки 𝐴 множество точек, достижимых из 𝐴. Докажите, что все
отмеченные точки разбиваются на НОД(𝑛, 𝑘) попарно непересекающихся одинаковых
орбит. Листик, разбор.

13. Четыре кузнечика сидят в вершинах квадрата. Каждую минуту один из них прыгает в
точку, симметричную ему относительно другого кузнечика.
(а) Докажите, что никакие три кузнечика не могут оказаться на одной прямой, парал-
лельной стороне квадрата.
(б) Докажите, что кузнечикинемогут внекоторыймомент оказаться в вершинах квад-
рата большего размера. Листик, разбор.

https://math.mosolymp.ru/upload/files/2024/khamovniki/7/2023-10-3-WL_positions.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=51cf7bkd4uI&list=PL5598_9NFak4zClNGIsbbkiCs4Y5m1C6n&index=2
https://math.mosolymp.ru/upload/files/2024/khamovniki/7/2023-10-31-pair-strategies.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=jVWlkdK5fy4
https://math.mosolymp.ru/upload/files/2024/khamovniki/7/2024-01-30-value-of-a-game.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=-HqwWbwJrIA&list=PL5598_9NFak4Aws2WuTq85AsTo9ZlJZv9
https://math.mosolymp.ru/upload/files/2024/khamovniki/7/2024-01-16-sages.pdf
https://math.mosolymp.ru/upload/files/2024/khamovniki/7/2024-01-16-sages.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=6OXeUf3p9WE&list=PL5598_9NFak5GMuyaM60ZDE0LK5OlojGx
https://math.mosolymp.ru/upload/files/2024/khamovniki/7/2024-03-05-jump.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=-e-JdM_LHMs
https://math.mosolymp.ru/upload/files/2024/khamovniki/7/2023-10-7-invariant.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=26owpOJDYLI&list=PL5598_9NFak4nHg6lGzX9Jt6AVHfLHh26&index=3

